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[ SERIES D’EXERCICES Nel

CONTINUITE - DERIVATION

Continuité en un point

1)Etudier la continuité de f en z, dans chacun
des cas ci-dess?us :

;o> 1
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a)f(z) =49 z—-1 ; To =2
22 <1
x> —8
0 a2
D) = w2 T2 a2
12 s r =2
2— |z +1] ;o <0
c = et
/(@) {—2+|x+1| ;x>0
IL‘OZO;IL‘O:—l
f) =" ez
d) z ;20=10
f(x)=0 ;=0

2)Déterminer la valeur de k£ pour que f soit
continue en x

2?4+ 2% — 12
a)f(z) = r—2 LT F2 Ty = 2
k ;=2
22— \/x
b)f(z) = N s >0eta#1
k cx=1
ZL‘QZ]_

Continuité sur un intervalle
Etudier la continuité de f sur I'intervalle I dans

chacun des cas ci-dessous :
2

1)f<x>={j N T A (T

z? o<1
2)f(a;)={|x_2| e et =R

2 :
3)f(:c):{;x_1 j iig et I =]-2:3[

Image d’un intervalle par une fonction continue
Déterminer limage de lintervalle [ par la
fonction f dans chacuns des cas suivants
Df(z)=a2"et I =[-3;2]

2)f(r) = et 1 =[0:1]

3 f(z) = _;3:13_ 4z + 5 et ] =]|—o0;1]

Il Théoreme des valeurs intermédiaires
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1)Soit f la fonction définie sur R
flx)=24+z+1
a)Etudier les variations de f , et dresser son

par

tableau de variation
b)Montrer I'équation f(z) = 0 admet une

unique solution a sur | — 1; 0]

c)Donner un encadrement de o d’amplitude
107"

d)Déterminer f(]—oo; —1]) et f([0; +o0])

e)Prouver que I'équation f(z) = 0 admet une
solution unique « sur R

f)Dresser le tableau de signe de f

g)Soit ¢ la fonction définie sur R par
g(x) = 62° + 102 + 152% — 30
i) Calculer ¢'(x) pour tout x dans R; puis

étudier son signe en fonction de «
ii)Dresser le tableau de signe de ¢
2)Soit f une fonction continue sur R par :

23— 3 —1

a)Caleuler £(—1); £(1); f(~2) et f(2)

b)Etudier les variations de f , et dresser son
tableau de variation

c)Déterminer le nombre de solutions de
I'équation f(x) =0

I Fonction réciproque

On considere la fonction f définie sur R par :

flz)=2%—2x -5

1)Etudier les variations de f

2)Dresser le tableau de variation f

3)Montrer que la fonction ¢ restriction de f a
Iintervalle / = |—o0;1] admet une fonction
réciproque définie sur un intervalle J que 'on
précisera

4)Déterminer la fonction réciproque g~*

5)Tracer dans un méme repere orthonormé les
courbes représentatives de g et de ¢!

I3 Dérivabilité de la composé de deux fonctions

dérivable

—_
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Soit F' la fonction définie par F(x) =

B




1)Déterminer 2y 'ensemble de définition de F'

2)Calculer F'(z) pour tout x €]0, +00|

3)Déterminer deux fonctions [ et g tel que
F=gof

4)Comparer F'(z) et ¢'(f(z)) x f'(x)

Dérivée de la fonction réciproque

1)On considere la fonction f définie sur R par :

flz)=2*—32x-3

a)Etudier les variations de f , et dresser son
tableau de variation

b)Montrer que la fonction g restriction de f a
I'intervalle I = [1; +oo[ admet une fonction
réciproque ¢g~' définie sur un intervalle .J
que I'on déterminera

c)Montrer que '’équation g(x) = 0 admet une
unique solution « dans [1; +oo| .

d)Vérifier que ¢ : la fonction réciproque
de ¢ est dérivable en 0 et que

—1y/
(g7 )(0) = 3eZ=1)
2)On considere la fonction f définie sur R par :

flz) =2+ 32>+ 52 +3

a)Etudier les variations de f , et dresser son
tableau de variation

b)Montrer que [ admet une fonction
réciproque f~! définie sur un intervalle .J
que 'on déterminera

¢)En déduire que I'équation f(x) = 0 admet
une unique solution « sur R .

d)On donne o = —1 . Déterminer le tableau
de signe de f sur R

e)Vérifier que f~' : la fonction réciproque de
f est dérivable sur R

f)Calculer (f71)'(0)

IEB Fonction racine nieme (n>2)
1)Comparer v/3 et /2

2)Ecrire sous la forme +/a avec a > 0 chacun des
nombres suivants :

a)a=4
b)b = /¥4
Ae=2x1V3

d)d = V4 + V16

3)Résoudre les équations suivantes
a)zb =7

d)z* = —16
e)i) 2> —5x+6 =0
i) /|x]? = 5y/]x| +6=0
4)Simplifier les expressions suivantes

) 276
a)a =
V27
645
b= —
T
V500
C)C S S —
V5 X /4
Jr—1
5)Calculer la limite : lim L
r—1 T — 1
(Poser t = /z)
S — 4
6)Calculer la limite : lim v
r—64 1 — 64
Jx —2

im —Y——
=8 12 — 1 — 56

VT4V —3

7)Calculer la limite :

8)Calculer la limite : lim
z—8 T —8
4
—1
9)Calculer la limite : lim \/57
z—1 3/ — 1
3 —\/
10)Calculer la limite : lim 2V v+ 3
x—1 r—1
.. v/ —8z3 3
11)Calculer la limite : lim ATt
T——00 x+1

12)On considére la fonction f définie par :
flz)=V1+z—2x
a)Montrer que la fonction [ est continue sur
I’ intervalle [—1; 1]
b)Montrer qu’il existe un nombre réel o dans
Iintervalle |—1; 1] tel que :

Vi+a—2a=0

c¢)Donner un encadrement de o d’amplitude
0.25
d)Montrer que : 8¢® =1+ a

IEN Puissances rationnelles

Simplifier :
l)x:8§5
3
2)y = (=2)3
)y (%9) 2
3)z =53 x 6215
4t =53 X —
: s
25 x (L) x 33

5) 5(2 : ) 3

(25)§>< 371
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[ SERIES D’EXERCICES Ne2

EXEMPLES D’ETUDES DE FONCTIONS

Exemple 01
On considére la fonction f définie par
f(zr) = = + Va? + 2z et soit (6;) sa courbe

représentative dans un repere orthonormé
- —

O, i, 7)

1)Déterminer 7, 'ensemble de définition de f

2)Montrer que xgrpoo f(xz) = —1 et interpréter
géométriquement le résultat

3)Etudier la dérivabilité de f a droite en
0 et a gauche en —2 puis interpréter

géométriquement les résultats obtenus .

4)a)Calculer f'(x) pour tout z €]—o0, —2[U]0, 400

b)Montrer que la fonction [ est strictement
[0; 400 et
strictement décroissante sur |—oo; —2]

croissante sur lintervalle

c)Dresser le tableau de variations de la
fonction f

5)Montrer (D)

y = 2x + 1 est une asymptote oblique a la

que la droite d’équation
courbe (C) au voisinage de +oco

6)Tracer la courbe représentative de f dans le
repere (O, 7, 7)

7)Montrer que la fonction ¢ restriction de f a
Iintervalle I = [0;4+o00| admet une fonction
réciproque g définie sur un intervalle .J que
I'on précisera

1,2

2(x +1)
9)Construire la courbe représentative de ¢!
A \ —-
dans le méme repere (O, i, j)
A Exemple 02
On considére la fonction f définie par

f(r) = V34322 et soit (¢f) sa courbe

représentative dans un repere orthonormé
— =

0,1, 7)
1)Déterminer 7, 'ensemble de définition de f

8)Montrer que Vx € J; g ' (z) =

2)Calculer Erf f(z) puis déterminer la
branche infinie de (¢") au voisinage de +oco
3)Etudier la dérivabilité de f a droite en —3

puis interpréter géométriquement le résultats
obtenu .
4)Etudier la dérivabilité de f a gauche et a
droite en 0 puis interpréter géométriquement
les résultats obtenus .
5)a)Calculer f'(x) pour tout z €] —3, 0[U]0, +o0|
b)Interpréter géométriquement le résultat
f'(=2)=0
c)Dresser le tableau de variations de la
fonction f
6)Montrer que la fonction g restriction de f a
Iintervalle / = [0; +oo[ admet une fonction
réciproque ¢! définie sur un intervalle .J que
I'on précisera
7)Tracer la courbe représentative de f dans le
repere (O, ?, 7)
8)Construire la courbe représentative de ¢ '

n \ —- —
dans le méme repere (O, i, j )

9)A partir de la courbe représentative de ¢!,

—1
déterminer lim C))
T—r+00 €T

Exemple 03
On considére la fonction f définie par
1
=z -1+ —
fla)=lo =1+ —
1)Déterminer Z; I'ensemble de définition de f

2)Calculer les limites aux bornes de Z; .

3)Etudier les branches infinies de la courbe
représentative de f et préciser sa position
relative par rapprot a ses asymtotes obliques

4)Etudier la continuité de f sur Z;

5)Etudier la dérivabilité de [ en 1 puis
interpréter géométriquement les résultats
obtenus .

6)Calculer f'(x) pour tout z €]1, +o0|

7)Calculer f'(z) pour tout x €] — oo, 1[—{—1}

8)Dresser le tableau de variation de f

9)Tracer la courbe représentative de f dans un
repere orthonormé

10)Discuter suivant les valeurs du réel m , le

99999999999999999993999999939993939

G“ombre de solutions de '’équation f(x) = m.



[& SERIES D’EXERCICES No3

LIMITE D’UNE SUITE NUMﬁRIQUE

Limites des suites numériques de référence
Calculer les limites suivantes :

3
1)n1—1>r-ir-loo 1 —n3

2) lim (5" — 4")

n—-+oo 2 3
3) li —
4) i 5n% 4+ 3n + 1
im ——
n—-+o0 V1 +TL4
) 14243+ ... +n
5) lim
n——+00 n2
6) lim 1+2+22 428+ ... + 2"

7) Erf Vn2+4n —vn?2 —n
8) lim v/n®+2n2—vnd—n
n—-+oo

1
9) lim 14—+ — 4+ s
n—-+oo 2
1+3+5+7+ ... +2n —1
2444648+ ...... + 2n
Limites et ordre

10) lim

n—-+o0o

1)Calculer les limites suivantes :
n + sin( %)

li 2
a)n%rfoo o+ 1
b)ngrfoo(n —cos(n))
c)ngrfoo(—Qn + cos(n) — 1)

d) ET (—=1)" +n?)
2)On considére la suite (u,) définie par :

Uy = 4
1 9
Vn € N, Up41 = é(un—f— u_n)
a)Montrer que (u,,) est minorée par 3
b)Etudier la monotonie de (u,)

c)Montrer par récurence que :
1
VneN, u,—3< —

n

d)En déduire la limite de la suite (u,,)
3)On considere la suite (u,) définie par

Uy = 1
Vn € Nty = un(l + uy)

a)Caculer u,; et uy

b)Montrer que (u,) est croissante puis en
déduire que : Vn € N | u,, > 1

¢)Montrer que : Vn € N, u? > u,

d)Montrer que : Vn € N | u, 1 > 2u, et que
VneN, u, >2"

e)En déduire la limite de la suite (u,,)

Suite de type v, = f(u,)
Calculer les limites suivantes :
o n?2+1

8n? + 33
2) lim sin(gm i

n—-+oo n-+1

1) lim

n—-+o0o

)

n Suite de type uny1 = f(uwl,)

1)On considére la suite (u,) définie par
Uy = 0
VneN, un+1:%un—%
a)Méthode 1.
i) On pose v,, = u,, + 1
ii)Montrer que (v,) est une suite
géométrique de raison ¢ a déterminer
iii)Ecrire v,, en fonction de n
iv)En déduire lim v, puis calculer
—+00

n

lim w,
n—-+4o0o

b)Méthode 2.
i) Montrer que : Vn € N, u,, > —1
ii)Montrer que la suite (u,, ) est décroissante
iii)En déduire que la suite (u,) vers un réel
[ que 'on déterminera
2)On considére la suite (u,) définie par

2u, + 1
Uy + 2

Uy = 0
Vn € N , Upy1 =
a)Méthode 1.

n— 1
i) On pose v,, = 4

Uy + 1
ii)Montrer que (v,) est une suite
géométrique de raison ¢ a déterminer
iii)Ecrire v, en fonction de n puis u, en
fonction de n
iv)En déduire lim wu,

n—4o0o
b)Méthode 2.

i) Montrerque : Vn e N, 0 <, <1
1 —u?
ii) Vérifier que v, —u,, = ——=
) qUE Uny1 =2 Uy + 2
iii)En déduire que la suite (u,) est

croissante
iv)En déduire que la suite (u,,) vers un réel
[ que 'on déterminera
3)On considere la suite (u,) définie par
Uy = 24
Vn e N, U, =V, + 12

a)i) Calculer u; ; uy et us

https://www.geocities.ws/moulmaths,/
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ii)Montrer que : Vn € N, u, >4
iii)Montrer que la suite (u,)
décroissante
iv)En déduire que la suite (u,,) vers un réel
[ que 'on déterminera
b)i) Montrer que :

est

U, — 4

Vu, +12+4

VneN, u,p 1 —4=
ii)En déduire que :

VneN, u,p —4 < é(un—él)
iii) Montrer par récurence que :

1

iv)En déduire la limite de la suite (u,,)

I Exo 1 (Session normale 2024)
On considere la suite (u,,) définie par : uy = 4 et

du,, — 2
Y GN, = " -
" T T, 6
1)a)Vérifier que Vn € N | w, 3 =4 —
1+ u,

b)Montrer par récurrence que :
vneN, 2<uy, <4
2)a)Montrer que :
(up, — 1)(2 — uy,)
1+ u,
b)Montrer que la suite (u,,) est décroissante
et en déduire que (u,,) est convergente.
3)Soit (v,) la suite numérique définie par :

VneN, u, 1 —u, =

C1l-u,
a)Montrer que (v,) est une suite géométrique

Un, pour tout entier naturel n

de raison 3

—_

b)Montrer que Vn € N | w,, =1+

c)Calculer la limite de la suite (u,,)

w0

I3 Exo 1 (Session rattrapage 2022)
Soit (u,) la suite numérique définie par :

U0:2
V2 o 22

VnEN,unH:Tun—l— 5

1)a)Montrer que pour tout n de N, u,, > 1
b)Montrer que pour tout n de N |

V2 -2

Upyr — Up = (u, — 1) et en

déduire que la suite (u,) est décroissante
et convergente
2)On pose pour tout nde N, v, = u,, — 1

1)Montrer que (v,,) est une suite géométrique et
déterminer sa raison et son premier terme

2)Ecrire u, en fonction de n puis déduire la
limite de la suite (u,,)

3)Calculer la somme

S=wuy+u +uy+..... + U2021

Exo 1 (Session normale 2020)
Soit (u,) la suite numérique définie par :

3
U0:§
o 2u, + 5

1)Caclculer u,
2)Montrer par récuence que pour tout n de N,
Uy >0

3)a)Montrer que pour tout n de N |

0 < tpyr < =t > puis en déduire que pour

32
toutnde N, 0 < u, < Q(g)n

b)Calculer lim u,

—+00

4)On considere la suite numérique (v,,) définie

e pour tout n de N
2u,, + 3

a)Montrer que (v,) est une suite géométrique

par v, =

de raison —

b)Déterminer v, en fonction de n et en
déduire u,, en fonction de n pour tout n de
N.

IEl Exo 1 Session normale 2016
On considere la suite numérique (u,) définie

Uy = 2
. 3 "
par: Vn € N Uy = u
5 — Uy
4(uy, — 3
1)Vérifier que u, 1 —3 = % pour tout

entier naturel n puis montrer par récurrence

que u,, < 3 pour tout entier naturel n .
2)Soit (v,) la suite numérique définie par :

Up — 1
33—,
a)Montrer que (v,) est une suite géométrique

Un, pour tout entier naturel n

. . g 1
de raison 3 puis en déduire que v, = (5)"
pour tout entier naturel n

1+ 3v,

b)Montrer que u,, = pour tout entier

Un,

naturel n puis écrire u,, en fonction de n
c)Déterminer la limite de la suite (u,,) .

99999999999999999993999999939993939
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FONCTIONS PRIMITIVES

Fonctions primitives

1)Dans chaque cas, dire si la fonction ' est une
primitive de la fonction f sur /
a)f(z)=x—1; F(x) :%xQ—letI:R
b)f(x):x—l;F(x):%xQ—x—letI:R
2

—1
x et/ =R

AF(z) =24 é; () =

2)Dans chaque cas, déterminer la primitive F'
de la fonctions f sur I'intervalle I, vérifiant la
condition indiquée.

1 1
a)f(x) = §x3—§x2—|—1 avec F(1) =3etl =R

b)f(x) = xBJ;Q avec F(—1) = m et
I =10; +o0]
o) f(z) = xVa2—1 avec F(2) = 0 et
I =11;400]

d) f(x) = sin(2x) avec F(g) =let/I=R

3)Soit f la fonction définie sur I = |—1; +oo[ par
o) = T B
a)Vérifierque : Ve € I ; f(x) =1+ ﬁ
b)Soit h la fonction définie sur [/ par :
1
Mz) = T+ 1

i) Calculer A'(z) puis vérifier que :
Veel ; fx)=1—4xh(x)

ii)En déduire toutes les primitives de f sur

1

4)Déterminer la fonction F : R — R vérifiant
les deux conditions suivantes :
a) I trois fois dérivable sur R
b)F®(z) =
F(0) =

24x; F"(0) = 2; F'(0) = 1 et

Opérations sur les primitives
Dans chaque cas, déterminer une primitive /' de

la fonctions f sur l'intervalle I considéré

Df(z)=(x+1)(z+5) etlI=R

2)f(x) = \/E—F% et I =]0; +o0]
2 1

4)f(z) = (5:c—|— 3) et/ =R
3+ 3

/() = (:102 + 22 4 3)3 et/ =K

6)f(z) = x(z? — 4% etlI=R

7)f(z) = o 11)2 et[:]—ll;—i-oo[

8)f(xr) =2z -1 et[:]§;+oo[
1 1

10) f(z) = xv/x et =]0;+o0|

Primitives d’une fonction impaire, continue

Soit f une fonction impaire, continue sur R; F'

une primitive de f sur R et la fonction G définie

sur RparvVz e R |, G(x) = F(x) — F(—x)

1)Montrer que G est une fonction constante sur
R

2)Déterminer G puis en déduire que les

primitives d’une fonction impaire, continue

sur R, sont paires .
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[& SERIES D’EXERCICES No5

FONCTIONS LOGARITHMES

Calcul algébriques
1)Simplifier les expressions suivantes :

) A = ()+2m§)
b)B — 1n(‘/§2_ L +1n(‘/§2+ L
c)C = ln(%) + ln(%) + o ln(%)

2)a et b sont deux réels distincts strictement
positifs.

a)Comparer v ab et

b)En déduire le plus grand des deux nombres
%(lna +1nb) et ln(a il b)

3)Soit (uy)nen lla suite géométrique de premier

a-+b

/SUIBWNOW /SM*SaN03 MMM //:sd1Y

100 et de raison ¢ = 3

Déterminer le plus petit entier naturel n tel
que u,, > 10"

terme uy =

Equations et inéquations
1)Résoudre dans R les équations
a)ln(3 —2*) =0
b)2In(z — 3) = In(z) — In(4)
¢)i) Résoudre dans R I'équation 2°+62—16 = 0
ii)Résoudre dans R I'équation :
In(x — 1) +In(x +6) = In(10 — x)
2)Résoudre dans R les inéquations
a)ln(x —5) <0
b)In(z* —9) <0
AnBz+1) —In(z+1) > In2

Limites logarithmétiques
1)Calculer les limites suivantes :
a) lim In(z) — =z
T——+00

b) lim (Inz)*

T—+00 x

In(1+ 2x)

O

d)lim \/_ln( )

x>0
1
) lim ()
z—0 x
x>0

2)Pour chacune des fonctions suivantes ,
déterminer &, 'ensemble de définition de f

puis calculer les limites aux bornes de Z; .

2)f(2) = 2 — 2 ln(a)

b)) = T
o) f(z) = ﬁ

—— SO[RIUDWILIAXY SIDUSIIS-DVH oyl

d) f(z)

Il Dérivée logarithmique

= In(lnz)

1)Pour chacune des fonctions suivantes |,
Determmer (.@f) (2y/) puis calculer f'(z)

a)f(z) =In(2” — 2 +1)
b)f(z) = In(2* — 1)
¢) f(z) = In(Inz)

2)On considére la fonction f défine par :
1
flz) = 21
a)Déterminer Z;
b)Déterminer les réels a et b tels que

a
¢)En déduire une pr1m1t1ve de f sur |—1;1]

b
+ —— pour tout x dans ()

I Fonction logarithme décimal

1)Prouver les égalités suivantes suivantes :
a)log,(3) x logs(4) x log,(5) x logs(8) =3

b)210g7(125) >
3log,(5)

2)Résoudre dans R :
a)log(z) = 2

b)log(z) > 5
c)log(z) < -3

A Probléme : Session normale 2023
On considere la fonction numérique [ définie
flz) = 2 — ; + (1 — Inx)?
et soit (¢y) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (O, 7, 7) (unité : 1cm)
1)a)Vérifier que pour tout z € ]0; +c>o2 [:

fla) = 3v—2— 2x1;1x + z(lnx)

b)Montrer que lim z(lnz)? =

z—01
(Inz)?

sur ]0; +oo[ par :

0 et que

1_1)5{1 = (0 (On peut poser t = /1)

c)Déduire que 111((1;1+ f(x) = —oo puis donner
T

une interprétation géométrique du résultat
d)Calculer 1ir£ f(z) , puis montrer que
T—r—+00

la courbe (%) admet une branche
parabolique de direction I'axe des abscisses
au voisinage de +oo
2)Montrer que pour tout = € ]0; +o00] :
20—z +2xlnzx
) = 202z
3)En exploitant le tableau de variation ci-
dessous de la fonction f’ de f sur ]0; +oo] :
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On donne 5 ~ 4.9

a)Prouver que f est strictement croissante
sur |0;+oo[ , puis dresser le tableau de
variations de f

b)Donner le tableau de signe de la dérivée
seconde f” de la fonction f sur ]0; +oo|

c)Déduire la concavité de la courbe (%;) en
précisant les abscisses de ses deux points
d’inflexion

f'(x)

4)La courbe (%,) ci-contre est la représentation ’ SR

graphique de la fonction g : z — f(z) — x

et qui sannuleen v et 1;

(v ~0.3)

Soit (A) la droite d’équation y = x

a)A partir de la courbe (%) , déterminer
le signe de la fonction g sur |0; +o0|

b)Déduire que la droite (A) est en dessous
de (%y) sur I'intervalle [o; 1] et au-dessus
de (¢y) sur les intervalles |0; o] et [1; 400

5)Construire la courbe (¢%) etla droite (A) dans
le repere (O, 7, 7)
(Onprend a~0,3,8~4,9et f(8) ~1,9)
6)a)Vérifier que la fonction x — 2z — x In x est
une primitive de la fonction z —— 1 — Inx

sur [o; 1]
7)Soit (u,) la suite numérique définie par :
{ up € o 1]
Vn € N y Unt1 = f(un)

8)a)Montrer par récurrence que o < u, < 1
pour tout n de N
b)Montre que la suite (u,,) est croissante ( on
peut utiliser la question 4)b)
¢)En déduire que la suite (u,,) est convergente
et caculer sa limite

_Probléme : Session normale 2025
parite I :

Le graphique ci-dessous représente les courbes
(C,) et (C,) des fonctions : g : = +— 12° et
h:z +~ 2Inz — (Inz)? sur intervalle ]0, +o0]

1)a)Justifier graphiquement que pour tout z de
10, +00] :
g(x) —h(x) >0
b)Déduire que pour tout = de |0, +oof :
2Inx — (Inz)? 1

_ N W N

- M{z)=2Inz — (In r)?

Y

01 2 3 4 5 6 7 8

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

2)a)Vérifier que la fonction H : z +— xlnz — x
est une primitive de la fonction x + In x sur
I'intervalle |0, +o00[, puis déduire que

In(x)dz =1+ €
1

b)En utilisant une intégration par parties,
montrer que

T

/ (Inx)*dz = 2e* — 2
1

c)Résoudre sur I'intervalle |0, +oo[, 'équation
h(r) = 0 et déduire les deux points
d’intersection de la courbe (Cj) avec I'axe

des abscisses.
d)Déduire, en unité d’aire, l'aire de la partie
du plan délimitée par la courbe (C,), 'axe
des abscisses, et les droites d’équations
r=1letz=¢e
parite II :
On considere la fonction numérique f définie

sur |0, +o00| par

flz) =2 -
Soit (Cy) sa courbe représentative dans un
\ / —-
repere orthonormé (O, i, j ).

1)a)Vérifier que hI(I)lJr f(z) = —oc et donner une
T—

(In x)Q'

interprétation géométrique de ce résultat.
In z)?
lim (Inz)
r—r+00 x
poser t = +/z), puis calculer lim f(z).
r—r+00

b)Montrer que = 0 (On peut

c)Déduire que la droite d’équation y = = est
une asymptote oblique de (Cy) au voisinage
de +o0.
2)a)Montrer que pour tout = de |0, +o00],
2Inz — (Inx)?

fl(x>:1_ 72

b)Montrer que la fonction f est strictement
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croissante sur l'intervalle ]0, +00]. (On peut
utiliser la question Partie I-1-b.)
3)a)Montrer que '’équation f(z) = 0 admet une
solution unique « dans l'intervalle |0, +ool.
b)Vérifier que e™' < a < 1 et montrer que

Ina = —a.

c)Montrer que f(x) < z, pour tout
z €0, +o0.

d)Montrer que y = x est 'équation de la

tangente (1) a la courbe (C}) au point

d’abscisse 1.

4)Le graphique ci-contre représente la courbe
(Cy) dans le repere orthonormé (O, i, j ).

Soit ¢ la restriction de f sur l'intervalle |0, 1]

a)Montrer que ¢ admet une fonction
réciproque ¢~ ' définie sur un intervalle .J
que l'on déterminera. (Il n’est pas demandé
de déterminer I'expression ¢ !(x).)

b)Montrer que ¢ ' est dérivable en 0 et que

—1y/
0) =
(PO = 575
c)Recopier la courbe de ¢ et construire la
. . - —
courbe de ¢ dans le repere (O, 7, j ).

Y
50
glzy=x
40 /’
3<> / ’
20 ’/
A Inz 2
1f{x)~E x — (n-z)
1 CE
—0—— i X
2 -1 01 2 3 4 5
2 'I
5l
parite III :

Soit (u,) la suite numérique définie par uy = e
et u,+1 = f(uy), pour tout n de N
1)Montrer par récurrence que 1 < u,, pour tout

nde N ) o
2)a)Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

(On peut utiliser la question Partie II-3-c)

b)En déduire que la suite (u,) est
convergente.

c)Déterminer la limite de la suite (u,,).
IEll Probleme : Session rattrapage 2022
Soit la fonction f définie sur [0;+oo| par : :
fx)=2*(nx—1)* ;>0 ot (€
Ui ze e @)
sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (O, i, j ) (unité : 1cm)
1)Calculer 1_1)2(1 f(xz) puis déterminer la

branche infinie de (%) au voisinage de +oo
2)a)Montrer que f est continue a droite en 0

b)Etudier la dérivabilité de f & droite
en 0 , puis interpréter le résultat
géométriquement
3)a)Montrer que f'(z) = 22*(Inz—1)(2Inz—1)
pour tout x de l'intervalle ]0; o0
b)Dresser le tableau de variations de f
4)a)Sachant que f”(r) = 22*(6Inz — 5) pour
tout = de lintervalle |0;+o0o[ , étudier le
signe de f"(x) sur |0; +oo|
b)Déduire que la courbe (%) admet deux
points d’inflexion dont on déterminera les
abscisses
5)a)Construire la courbe (%¢’) dans le repére

(0,7,7) .(Onprend+/e~ 1,6ete? ~ 7.2

b)En utilisant la courbe (%) , déterminer
le nombre de solutions de [I'équation
?*(Inzr —1) = -1
6)On considere la fonction g définie sur R par
g9(x) = f(lz])
a)Monrer que la fonction g est paire
b)Construire (%) la courbe représentative de

g dans le méme repere (O, i, j)
7)a)On pose [ = / z*(Inz — 1) dz , en utilisant
1

une intégration par partie, montrer que
6 — e’
I=

b)On considere la fonction A définie sue
Iintervalle |0; +oo[ par h(z) = 2°(Inz — 1)
Vérifier que h'(z) = 5f(z) + 22*(Inx — 1)

ef(x)dx = —é — %I

d)Calculer l'aire du domaine délimité par

(¢) et l'axe des abscisses et les droites
d’équations xr =l etz =e

c)Déduire que

IEB Exercice 3 : Session rattrapage 2021

On considere la fonction numérique h définie sur
10; +o00[ par : h(z) = x + In(z)
1)Montrer que la fonction h est strictement
croissante sur ]0; +o0
2)Déterminer h(]0; +oo|)
3)a)En déduire que I'équation h(x) = 0 admet
une solution unique « sur ]0; +00]

b)Montrer que 0 < o < 1
1 1
4)a)Vérifier que h(— = a + —
«

a)
b)En déduire que h(l > 2
«

Probléeme : Session normale 2021

Soit la fonction f définie sur [0;+oc[ par :
f(0)=0et f(x) = 2xInz — 2z six > 0 et soit
(¢r) sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (O, i, 7 ) (unité : 1em)
1)Montrer que f est continue a droite au point

2)a)Calculer ml_l)r_il_loo f(x)
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b)Calculer lim M ,
r—+oo

géométriquement le résultat
3)a)Calculer lim M

i L z—=0t T i
géométriquement le résultat

b)Calculer f'(x) pour tout z de |0; +o0|
c)Dresser le tableau de variations de la
fonction f sur [0; +oo]
4)a)Résoudre dans lintervalle ]0; +oo| les
équations : f(z) =0et f(z) =
b)Construlre la courbe (%f) dans le repere
(O, i ,_)) .(Onprend e? ~4,5)
5)a)En utilisant une intégration par parties,

puis interpréter

et  interpréter

e 1+ é?
montrer que : / rlnxdr = 1
1
b)En déduire : / f(z)dx
1
6)a)Déterminer le minimum de la fonction f sur
10; +00]
b)En déduire que pour tout x de ]0;+o0[ ,
—1
Inx > :1:

x
7)Soit g la restriction de f a l'intervalle [1; +o00|
a)Montrer que ¢ admet une fonction
réciproque ¢~ ' définie sur un intervalle .J
a déterminer
b)Construire la courbe représentative de ¢~
dans le méme repere (O, ?, J)
8)On considere la fonction / définie sur R par :
{ héx%zx‘g-l—?)x <0
h(x)=2xnx—2x ; x>0
a)Etudier la continuité de & au point 0
b)Etudier la dérivabilité de la fonction h
a gauche au point 0 , puis interpréter
géométriquement le résultat

c)La fonction h est-elle dérivable au poin0?
justifier .

1

Exerice 3 : Session normale 2020 .
n considere la fonction numérique g définie sur

]0; +oo[ par: g(z) =2y —2—Inz
1)a)Montrer que pour tout z de |0;+oo| ,

g'(x) = va=1

b)Montrer que g est croissante sur [1; +o0]

c¢)En déduire que pour tout z de [1;+o0]
, 0 < Inz < 2yx (remarquer que
20T —2 < 2V7)

d)Montrer que pour tout z de [1;+4o0] ,
0 < (Inz)3 -

- x? -V

1 3
lim (Inz)
T—+00 ;L'Q

et en déduire

Probléme : Session normale 2019

Permiére parite :

Soit f la fonction numérique définie sur |0; +o0]

1 1

flz) = o + 5 Inz + i(lnx)2 et

(¢F) sa courbe représentative dans un repere
‘ — .z

orthonormé (O, i, 7 ) (unité : 1em)

par :

1)a)Vérifier que pour tout z de |0;+oo] ,
1 1
f(:p):x+§+(§1nx—1)1nx

b)En déduire que xgrfoo f(z) = +o0
c)Monter que pour tout zx de ]0;4o0] ,
(nz)® _ 4(In E)Q puis en déduire que
x Vi
i B2

r—r+00 €x

d)Montrer que la courbe (%;) admet
une branche parabolique de direction
asymptotique la droite (A) d’équationy = x

2)a)Monter que pour tout z de ]0;1]

(x — 1) + Inz < 0 et que pour tout = de
[1;400[, (x —1)+Inx >0

b)Monter que pour tout z de ]0;+oo] ,

r—1+Inx
fll@) = ———
c)Dresser le tableau de variations de la
fonction f
2—Inz

3)a)Montre que f"(x) =

J0; +o0]
b)En déduire (¢) admet un point d’inflexion

dont on déterminera les coordonnées
4)a)Monter que pour tout z de ]0;+o0] ,

flx) —x =
position relative de (%) et (A)

b)Construire (A) et (¢) dans le méme repere

-
O, i, 7) ,
5)a)Montrer que la fonction H : x — xIlnz—x

est une fonction primitive de la fonction
h:x — Inx sur |0; +o00|

b)A l'aide d’'une intégration par parties ,

(Inz)®dr=e—1
c)Calculer en c¢m? laire du domaine plan

limité par (¢;) et (A) et les droites
d’équations x = letxz =e

pour tout x de

Q(lnx — 1)% et en déduire la

montrer que

Deuxieme parite :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

ug =1
Vn EN Uy = f(up)

1)a)Montrer par récurrence que 1 < u, < e

2)a)Montrer que la fonction G : x — z(—14+= \f —Inzpour tout n de N

est une primitive de g sur |0; +o0|
4
b)Calculer I'intégrale / g(z)dz
1

b)Montre que la suite (u,,) est croissante
c)En déduire que la suite (u,,) est convergente
2)Calculer la limite de la suite (u,,)
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[& SERIES D’EXERCICES Nob

LES NOMBRES COMPLEXES

Opérations sur les nombres complexes

1)La proposition suivante sont elle vraie ou

fausse (justifier les réponses) V(z1, 25, 2}, 2,) € @2 1)a)Déerminer un argument de 2z, =

21 tiz =2 tizh = 21 =2 et 2 =2,

2)On considere les nombres complexes
Déterminer la forme algébrique de chacun des
nombres complexes suivants :

1
21— k25721 X 22, —; ﬁ; (2’3)11
zZ3 Z
1421+ 2
3)0 =
)On pose f(z2) T, avec
z=x+1iy # —1
a)Exprimer R(f(z)) et (f(z)) en fonction de
T ety
b)Déterminer l'ensemble F; des points
M (z,y) pour lesquels f(z) est réel
c)Déterminer l'ensemble FE, des points

M (z,y) pour lesquels f(z) imaginaires pur
4)Le plan (P) est rapporté a un repA're
orthonormé  direct (O, , 7). Pour
tout nombre complexe 2z , on pose
2z = (1 —14)z + 2 + i. Déterminer I'ensemble
des points M du plan d’affixe z tel que 2’ soit
réel.

Conjugué et Module d’un nombre complexe

Lo
1)Calculer le module de R - et le module de
V3 —i
(1 +Z’)2026
—1
2)soit z € C—{1}.On pose Z = i — . Montrer
— Z
que |Z| =1
—1
3)MontrerqueVz € C—{1}; |2| =1 = z'(Z =
z
4)Montrer que Vz € C :
1
BAD I < o) < fReta)| + | 1mGe)

5)Dans chacun des cas suivants ,détermienr
I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie
la condition indiquée
a)lz —i| =3
b)|z — 1+ = |z +i]
Aliz+3|=]z+4+1
1
e)|l +iz| =2
£)[22 — 4i| = 2|z +i + 1|
6)MontrerqueVz € C; |z—i| = |z+i| = 2z € R
7)Interpréter géométriquement le résultat
précedent

Argument d’'un nombre complexe non nul -
forme trigonomérique
1 —1;
29 =203 23 =V3+1i
b)En déduire un argument du complexe
(1—1i)2i
Z =
V3+i
c)Déterminer la forme trigonométrique de
T oo
z= —2(008(?) + zsm(?)
2)On considére les nombres complexes z; = 1+

et V3 i . .

a)Déterminer la forme trigonométrique de z; ;
z9 et 2129 .

b)Déterminer la forme algébrique de z; 2,

/ . T
¢)En déduire les valeurs exactes de cos 5 et

T
SN ——
12 3
. 1—1v3
3)Déterminer un argument de z; = 7 Ji — et
. T 1 7T !
29 = sin — + i cos —
2 5 5
Il Notation exponentielle
1)On considere les nombres complexes
LoV
21:\/5(1+Z)et7—§l
a)Déterminer la forme exponentielle de z; ; 2,
et 2L
22
Z
b)Déterminer la forme algébrique de ot
22
(1 5
c¢)En déduire les valeurs exactes de cos 1—72T et
) cR 5
SN ——
12
2)Calculer (1 + iv/3)%0%0
3)Déterminer la forme exponentielle de

i i
Zz=e€ 5 +e3
I Linéarisation

1)Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = sin*z.
a)En utilisant les formules d’Euler, linéariser

f(2).

b)En déduire une primitive de f(x)

2)

3)Soit f la fonction définie sur R
f(z) = sin(x) x sin(2x)
a)En utilisant les formules d’Euler, écrire f(x)

par
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sous la forme d’'une somme .



b)En déduire une primitive de f(z).
. 1+ cos2a
4)a)En utilisant la formule cos® a = %,
exprimer pour tout z € R, cos® x en fonction
de cos 2z et cos 4z, .
b)Retrouver ce résultat en utilisant les
formules d’Euler
5)Linédariser sin® z

I3 L équation : az® +bz+¢c=0
Résoudre dans C les équations
D22—241=0
2)22—-2242=0

3)2 = V22 +1=0

Applications des nombres complexes a la
géomeétrie

1)Soient A(2),B(2i) , C(2+ 2i) et D(1 +1).
a)Donner la nature du triangle ACB.
b)Montrer de deux facons que A, B et D sont
alignés.
2)Montrer que les points A(1 + 3i) , B(3 + 1) ,
C'(5 + 3i) et D(3 + 5i) sont cocycliques

IEB Ecriture complexe des transformations usuelles

1)Déterminer la nature des transformations
suivantes
a) =3—-z2
b)) =2—1—-2;
)7 =iz+1—1

2)Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormal direct (O, /; g), on considere
les points A , B et C d’affixes respectives

- 1
a = 2 - 2; b = T\/§+_i
c=1—34+(1+V3)i.

2
a)Donner la forme trigonométrique des

nombres a et b )
b)On considere la rotaion R de centre O et

et

5T
d’angle —
angle 5

i) On note M’(z") 'image du point M (z) par
la rotaion R . Montrer que 2’ = bz
ii)Vérifier que le point C' est 'image du point
A par la rotaion R
c¢)Montrer que arg(c) = arg(a) + arg(b)[27]
puis déterminer un argument du nombre
complexe ¢

IEl Exercice 2 : Session normale 2025

Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormé direct (0;7,713) , considere les
points A, B, C, D et Q d’affixes respectives

3(3 + i 3(1 + i
0=1+92i be—g c=28FD 5 30+
2 5
5
w = —.
5

1)a)Vérifier que a + b = 2 et déduire que I'affixe
du point P, milieu du segment [AB], est

b)Montrer que a et b sont les solutions de
Péquation : z* — 2z + 5 = 0 dans 'ensemble

C.
2)a)Vérifier que : |w —a| = |w — b] = |w — ¢|.
b)Déduire que () est le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC.
d—c 3.
a—b 4" A
b)Montrer que d — b (¢ — a)e’> puis
déduire que les droites (DB) et (AC) sont
perpendiculaires.
4)Soit h ’homothétie de centre C' et de rapport

3)a)Vérifier que

2
3 et qui transforme chaque point M du plan
d’affixe 2 en un point M" d’affixe z’. On pose
h(P) =G.
a)Vérifier que

L2 3 1

b)Montrer que l'affixe du point G est

1B
I=% T

5)Montrer que les points €2, G et D sont alignés.

Exercice 3 : Session rattrapage 2025

Dans le plan complexe rapporté a un repere
orthonormé direct (O, W, V), on considere les
points A, B, C' et D d’affixes respectives :

— . 1
a:m’ b= Z\/E’ c=14+a et d
2 2
g om
1)Vérifier que |a| = 1 et que arg(a) = r [27].

2)Vérifier que ¢ i et déduire que le

triangle AC'D est isocele rectangle en C.
3)a)Montrer que d — a 1 — i et que

3—1
b—d:\/_Q (1—1).
b)Déduire que les points A, D et B sont
alignés.

4)Soit R la transformation du plan qui
transforme chaque point M d’affixe z en M’
d’affixe 2’ tel que 2’ = az.
a)Vérifier que R est une rotation dont on
déterminera le centre et 'angle.
b)Vérifier que ad ¢ et déduire que
R(D) =C.

c)Montrer que arg(c)

o
12
Exercice 3 : Session normale 2024

Dans le plan complexe rapporté a un repere

orthonormé direct (O, , ), on considere les
points A et B d’affixes respectives

[27].

a=v3(1—14) et b=2+V3+i.
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1) Vérifier que |a| = v/6 et que arg(a) = Tﬂ [27].
2)a)Montrer que

b:3+\/§+<1+\/§>i

a 6 2

puis vérifier que

a 3

b)En déduire une forme trigonométrique du

complexe b puis vérifier que b%4 est un
nombre réel. -

3)Soit R larotation de centre O et d’angle —, qui

transforme chaque point M du plan d’affixe =
en un point M" d’affixe z’. On pose R(B) = B,
R(A)=A"et R(A") = A".

1
a)Vérifier que 2/ = 5(\/5 + i)z et que

arg(a’) = I—; [27] ot o’ est Iaffixe du point

/!
b)Montrer que laffixe du point A” est
d" = V6e7'1z et en déduire que les points
O, A” et B sont alignés.
c)Montrer que ¥, l'affixe du point B’, vérifie

v = <3+\/§>a.

3

d)En déduire que le triangle OAB’' est
rectangle en O.

Exercice 2 : Session rattrapage 2024
I) On considere dans ’ensemble des nombres
complexes C I’équation (E): 2> —4z+9 =0

1)Vérifier que le discriminant de ’équation (F£)
est A = (2v/514)2.
2)Résoudre I'équation (F£).

I) Dans le plan complexe rapporté a un
repére orthonormé direct (O, u,7), on
considere les points
A, B et C daffixes respectives a = 2+iv5
b=2—iV5etec=2— /5.
1)a)Vérifier que |a| = 3.
b)Montrer que le triangle O AB est isocele.
2)a)Vérifier que
a—C
b—c
b)Déduire la nature du triangle ABC.
3)a)Déterminer l'affixe du point D image de B

par la translation de vecteur C'A.
b)Montrer que ADBC' est un carré.
4)On pose z,, = (%) ety, =

entier naturel non nul.
a)Vérifier que z,, - 7, = 1

= 1.

———,avecn un
1—2z,

b)Montrer que vy, + 7, = 1 puis déduire la
partie réelle de y,,.

Exercice 2 : Session normale 2023
Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormé direct (0;7,7P) , considere les
points A , B, C et D daffixes respectives
a=V2+iV2,b=14+v2+i,c=betd=2i
1)Ecrire le nombre complexe a sous forme
trigonométrique .
2)a)Vérifier que b — d = ¢
b)Montrer que (vV2 + 1)(b—a) = b —d et
déduire que les points A , B et D sont
alignés
3)a)Vérifier que ac = 2b
b)En déduire que 2arg(b)

T

4 [27]

4)Soit R la rotation de centre O et d’angle g
et qui transforme chaque point M du plan
d’affixe 2 en un point M’ d’affixe 2’
a)Montrer que 2’ = 50
b)En déduire que R(C) = Betque R(A) =D

b—a <\/§ —1

c)Montrer que = 5

cC—a
déduire une mesure de I'angle (1@ : E)
Exercice 3 : Session rattrapage 2023

)a , puis

1)On  considere le nombre complexe
V3 3
a = 7 + 52 _ _
a)Montrer que a = v/3(cos 3t isin §)

b)Déduire que a**** est un nombre réel

2)Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormé direct (O; W, V') , considére les
points A , B d’affixes respectives a et @
Déterminer une mesure de l'angle de la
roti}ion R de centre O et qui transforme B
en

3)On consiere dans C I'’équation : F, : 22—\3z4+a =

ou « est un nombre réel non nul
On suppose que I'équation F, admet deux

racines complexes conjugées non réelles = et
z

Soient les points M(z); N(z) et P(+/3) du
plan complexes .
Sans résoudre I’équation F, :

a)Justifier que o > 1 et que o = 2Z

b)Montrer que : |z| = [z — V3|

c)En déduire que les points M et N
appartiennent a la médiatrice (A) du
segment [OP)]

d)Déterminer la valeur de « pour laquelle
|z — v/3| = V/3 et déduire dans ce cas , les
points d’intersection de la droite (A) et le

cercle de centre P et de rayon v/3
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EE (Exercice 2 : Session normale ))22)

Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormé (O; W, v) , considére le point A
d’affixe « = —1 — iV/3 , le point B d’afﬁige
b=—-1+ 2\/_ 3 et la translation ¢ de vecteur OA
1)Prouver que I'affixe du point D image du point

B par la translation t est d = —2
2)On considére la rotation R de centre D et

d’angle 2%
Montrer que l'affixe du point C' image de B
par la rotation R est c = —4
3)a)Ecrire b-c sous forme
trigonocrlngtiique ) ;
4 —c c—
b)En déduire que (a — 0)2 e

4)Soient (I') le cercle de centre D et de rayon
2, (I") le cercle de centre O et de rayon 4 et
M un point d’affixe z appartenant aux deux
cercles (') et (I')
a)Vérifier que |z + 2| = 2
b)Prouver que z +z = —8
(remarquer que |z| = 4)
c)En déduire que les cercles (I') et (I") se
coupent en un point qu’on déterminera .

- Exercice 3 : Session rattrapage 2022

Dans le plan complexe ra porte au repere

orthonormé direct ( , considere les

points A, BetC d’afﬁxes respectives Ly =145
, g = 1—5zetZC—5 3i

l)Determmer le nombre complexe 7, affixe du
point D milieu du segment [AC]|

2)Soit h 'homothétie de centre A et de rapport
1

5 .
Déterminer le nombre complexe 7 affixe du
point £ I'image de B par h

3)On considére la rotation R de centre C et

d’angle — , déterminer I'image de B par R
4)Soit F' le point d’affixe Zp = —1 +1
Zp— 2 Ly — 24
a)Vérifier que ZI; - Zj ZIF) - Zi =-1

b)En déduire que (ﬁ, ﬁ)—i-
c)Déterminer la forme trigonométrique du

Zg —Zp

nombre et déduire la nature du

A— ZF
triangle AEF

d)Déduire que les points A , D , E et
F appartiennent a un cercle dont on
déterminera un diamétre .

(Exercice 2

1)Résoudre dans l'ensemble C des nombres
complexes I'équation : 2> — 6z + 13 =0
2)Dans le plan complexe rapporté au repere

: Session rattrapage 2021)

(ED, EF) = =[2n|

orthonormal direct (O; , 7) , considere
les points A , B et C d’affixes respectives
a=3+2,b=3—2ietc=—-1—-2i
a)Ecrire S
a J—
trigonométrique
b)En déduire la nature du triangle ABC'

3)Soit R la rotation de centre B et d’angle g

sous forme

Soit z I'affixe d'un point M du plan et 2’ I'affixe

du point M’ image de M par la rotation R, et

soit D le point d’affixe d = —3 — 4i

a)Ecire 2’ en fonction de z

b)Vérifier que C' est limage de A par la
rotation R

4)a)Montrer que les points A , C' et D sont

alignés

b)Déterminer le rapport de ’homothétie h de
centre C' qui transforme A en D

c)Déterminer l'affixe m du point E pour
que le quadilatere BCDE soit un
parallélogramme

a V4
; est un nombre réel .

5)a)Montrer que

m
b)En déduire que le quadilatere ABE D est un
trapeze isocele .

(Exercice 2 : Session normale 2021)

1)Résoudre dans l'ensemble C des nombres
complexes I'équation : 2> — /32 +1 =0

2)Soient les nombres comlexes ¢ = €' et
3 3

a)Ecrire a sous forme algébrique
b)Vérifier que ab = v/3
Dans le plan complexe rapporté au repere
orthonormal direct (O; @, ') , considére
les points A, B et C daffixes respectives
a,beta
3)Montrer que le point B est 'image du point
A par une homothétie h de centre O dont on
déterminera le rapport.
4)Soient z l'affixe d’'un point M du plan et 2’
Iaffixe du point M’ image de M parla rotation

R de centre A et d’angle g

a)Ecire 2’ en fonction de z et a

b)Soit d I'affixe du point D image de C par la
rotation R , montrer que d = a + 1

c)Soit I le point d’affixe 1, montrer que ABIO

est un losange .

o 3—1
5)a)Vérifier que d — b = V3 (1 —4d); en
déduire un argument du nombre d — b
b)Ecrire 1 — b sous forme trigonométrique

c)Déduire une mesure de I'angle (E_[) , ﬁ)
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[& SERIES D’EXERCICES Ne7

FICHE DE REVISION GLOBALE : NOMBRES COMPLEXES

Figures Géométriques

1)Soient A,B,C trois points d’affixes
respectives : 2 4+ 2v/3i; —4; —1 + /3i.
Démontre que ces trois points sont alignés.
2)Soient A, B, C d’affixes : 2+ 2v/3i; 2 — 2v/3i;
—1+ /3.
Démontre que les droites (AC) et (BC') sont
perpendiculaires.
3)Soient A, B,C,D daffixes 2 + 2V3i;
2 —2v/3i; —1+V3i; —1 4.
Démontre que (AB) || (CD).
4)Soient A, B, C' d’affixes : 1—3i; 4451 ; —3+2i.
a)Détermine l'affixe des vecteurs AB et B?
b)Détermine les distances AB et AC.
5)Soient A, B, C d’affixes : 3 +1; 2i; 2 — 2i.
a)Démontre que ABC est un triangle
rectangle et isocele en A.
b)Détermine 'affixe de D tel que ABC'D soit
un parallélogramme. (Faire une figure).
6)Soient A, B,C, D d’affixes : —1 +1i; —1 — i;
215 2 — 2.
a)Etudie la nature des triangles AC'D et

BCD.
b)Démontre que A, B,C, D appartiennent a
un méme cercle (préciser centre et rayon).

7)Soient A, B,C, D daffixes : 2v/3 + 9i; —i;
—4v/3 = 9i; —2V/3 + 1.
Démontre que le quadrilatere ABC'D est un
losange

8)801entA B,C, D d’affixes : 3i; —2+1i;1—2i;

Demontre que le quadrilatere ABC'D est un
rectangle.

9)Soient A, B,C,D daffixes :
1= =2+ 2.
Démontre que le quadrilatere ABC'D est un
trapeze isocele.

10)Soient A, B, C, D d’affixes :
—1—1%; =341
Démontre que le quadrilatere ABC'D est un
carré.

11)Soient A, B, C, D d’affixes : 2i; —1
3v2 4 (2 — V2)i.
Démontre que le quadrilatere ABC'D est un
trapeze rectangle.

12)Montrer que les points A(1 + 3i), B(3+ 1),
C(5 + 3i) et D(3 + 5¢) sont cocycliques

—1 + 3i; —2;

—5—1; —3—31;

—13;2—21;

IPA Ensemble des points

1)L’ensemble (F£;) des points M tels que :
|z — 1] =1 —1]

2)L’ensemble (FE,) des points M tels que :
|z +1—2i]=|z2—1—1]

3)Lensemble (£5) des points M tels que :
2| = 2|z —1i

4)L'ensemble (E,;) des points M tels que :
(z42i)(z—2i) =4

5)Lensemble (E5) des points M tels que :
(z - 2- z) cR
z2+141

6)L’'ensemble (Fs) des points M tels que :
arg(7) = arg(~2)[2n]

7)Lensemble (E;) des points M tels que :
arg(z —1—1) = %[2#]

8)L'ensemble (FEs) des points M tels que :
arg(z) = Z[Qﬂ'] et |z| =2

9)L'ensemble (FEy) des points M tels que :

z2—2—22

arg > = 0[27]

10)L’ensemgle (E1p) des points M tels que :
z—2— 2) T

= —|2
arg<z+1+z Q[W]

11)L’'ensemble (E;;) des points M tels que :
Z+142i <1
12)L’ensemble (FE;,) des points M tels que :

(1 —iV3)z2—V3—i|=6
Applications a la trigonomérie

V6 V2

1)Soient les nombre complexes : a = 5 iy
etb=1—1
. . . a
a)Ecrire sous forme trigonométrique a ; b et b
. . - a
b)Déterminer la forme algébrique de 3
7 . m
¢)En déduire les valeurs exactes de cos 1 et
. T
SN —

d)En déduire les solutions dans R de
I'équation :

(V6 +v/2) cos(x) + (V6 — v2) sin(z) =
2)Linéarise les expressions suivantes :

d)cos* =
e)cos® 2z
f)sin® & x cos’ z

a)cos® x
b)sin? x
c)sin’ z

3)Exprime en fonction des puissances de cosx

etdesinz :
a)sin 3z c)sin4x
b)cos 3z d)cos bz
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[& SERIES D’EXERCICES No8

FoONCTION EXPONENTIELLE

Définition et propriété algébrique

1)Montrer que pour tout réel z on a :

ex-l—l e
: e4ertl ez 41
e 4+e® e 41
[ ] =
er — e e2r 1
eln(e®+1)—Ine " +1)==x
2)Montrer que la fonction f(z) = 2 + In(z)
admet un point fixe dans [1; eﬂ
Exercice 1 : Session normale 2021
1)a)Résoudre dans R I'équation : e** 4e +3=0
b)Résoudre dans]Rl’mequatlon X —4e"+3 <)
—4e* +3

c)Calculer la limite lim

z—0 e2r —

2)Montrer que l'équation e** +¢” +4x = 0 admet
une solution sur [—1; 0]

Exercice 1

1)a)Résoudre dans R I'équation : 2> —22—3 = 0

: Session rattrapage 2011

3
b)Résoudre dans R I'’équation: ¢ —— —2 =0
el‘

2)Résoudre dans R I'inéquation : e**' —e™* > 0
I8 Limites de référence

Calculer les limites suivantes :

1) lim e® — 22

r—-+00
2) lim ¢
T—+00 1{1 x
3) lim —26%
T——00
4) lim e —e*
T——00
5)961_1>rj1£10o e” —xn(z)
e’ +x
7) lim e+ ZL‘2
z—+oo e —
1-—1
8) lim ﬁ

r—+o00 el — x2

9) lim (1+ x)e”
T——00 .
10) lim ze=

z—0* . 1
11)lim L
20 ln(:p + 1)
e —e T+

12)1lim
z—0 x

Il Primitives de la fonction & — u'(z)e"®

1)Pour chacune des fonctions suivantes ,
calculer la dérivée sur
a)f(x)=e*+efetl =R
b)f(z) =2%e¢** et I =R
c) f(x) = e*@ et T =10; 00|

2)Déterminer une primitive des fonctions
suivantes, sur les intervalles indiqués :

a)f(z) = xie% et I =]0; +o0]
b) f(z) = cos xe™* etll =R
c)f(x):2x—1—e et =R
d)f(x) = et/ =R

ef"’—i—l

I3 Fonction exponentielle de base a
Résoudre dans R :

° 36333 —

° 2% 3x+1 _ 3235—1

e Hhx 3" =4x2°

o 522 126 x 5T 1125 =0

° (5:13 o 2)(3z+3 o 9z+1 o 18) S 0
Probléme : (session normale 2024)
Partie I

On considere les deux fonctions u et v définies

sur R par : u(z) = e etv(z) =x

1)Tracer dans un méme repere orthonormé les
courbes (C,) et (C,) des fonctions u et v.

2)Justifier graphiquement que ¢* — x > 0 pour
tout = de R.

3)Calculer l'aire de la partie du plan délimitée
par la courbe (C.), la courbe (C,) et les droites
d’équations r = 0 et z = 1.

Partie 11

On considere la fonction numérique f définie
par f(z) =x+1—In(e® — x).
1)a)Vérifier que f est définie sur R.
b)Montrer que pour tout = € R,
f(z) =1—In(1 —xe™™).
c¢)En déduire que xgrfoo flz) =

interpréter géométriquement ce résultat.
2)a)Calculer lim f(x)
x — 0o

1, puis

U 2éme BA‘
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b)Vérifier que pour tout = 1< 0, | 9)calculer Erf 2 et interpréter
T o
f()=2+4+1—1In(-2) —In (1 - xe—l‘) : géométriquement le résultat .
_ f(@) _ o 3)a)Montrer que la droite (A) d’équation y = «
c)Calculer  lim —— puis déduire que est asymptote a la courbe (%) au voisinage
de —oc0

la courbe (Cf) admet une branche

parabolique de direction la droite

d’équation y = x au voisinage de —oo.
3)a)Montrer que pour tout r € R

b)Etudier le signe de (f(z) — z) pour tout z
de R en en déduire la position ralative de la
courbe (%) et de la droite (A)

19999393999

b)Montrer que la suite (u,) est décroissante.
¢)En déduire que la suite (u,,) est convergente
1)Calculer Erf f(zx) et lim f (7) d)Calculer la limite de la suite (u,,)

; - .7
orthonormé (O, i, j ) (unité : 1em)

, -z 4)a)Montrer que f'(z) = (e —1)? +xe?(e2 —1)
fix) = o — 1 pour tout x de R
b)Etudier le signe de la fonction dérivée de f, b)verifier que z(e> — 1) > 0 pour tout = de
puis déduire le tableau de variations de f R puis en déduire le signe de la fonction
sur R. dérivée [’ sur R
¢)Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une c)Dresser le tableau des variations de la
solution unique dans l'intervalle | — 1, 0[. fonction f sur R
4)La courbe (CY) ci-contre est la représentation a)Montrer que f”(z) = le% g(2);
graphique de f dans un repere orthonormé. .2 ’
N ) ) ) ou g(x) = (2x +4)e2 —x — 4 pour tout x de R
a)Justifier graphiquement que I'équation b)A partir de la courbe ci-contre de la fonction (&=
f(x) = 2 admet deux solutions « et /3. , déterminer le signe de g(z) sur R
b)Montrer que : e* — ¢’ = a — . ( Remarque : g(a) = 0) &=
5)c)Etudier la concavité de la courbe (C)
5)Soit g la restriction de la fonction [ sur et déterminer les abscisses des deux points@r®
Iintervalle I =] — oo, 1] d’inflexions
a)Montrer que g admet une fonction d)Construire la courbe (C) dans le repere(@re
réciproque ¢! définie sur un intervalle .J (0, 7’ ?)
que l'on déterminera. (On prend : In(4) ~ 1,4, a ~ —4,5 et
(Il n’est pas demandé de déterminer g ' (z)). fla) =~ =3,5
b)Vérifier que ¢! est dérivable en 1 A @.
et caleuler (¢71) (1).
(s7) @ (8) &=
y 3
) 2
3 @
2 | 1
1 ) \Zh f
/ | = @
4 3 2 1 2 3 4+ I
1 =
2 @
6)a)Monter que la fonction f admet une (&=
fonction réciproque f~! définie sur R
b)Calculer (1Y (In(4)) =
IEll Probleme : Session normale 2022 7)Soit (Uq) la suite numérique définie par : @.
Uy =
On considere la fonction numérique f définie { Vn € N, u,q = fuy)
sur R par : f(z) = (e — 1) . Soit a)Montrer par récurrence que 0 < u,, < In(4) =
(¢F) sa courbe représentative dans un repere pour tout n de N E
@ =
=
=
>




[& SERIES D’EXERCICES No9

EQuATIONS DIFFERENTIELLES

I’Equation différentielle v = ay + b dont la représentation graphique dans un

repere donné passe par le point A(1,0)

1)Résoudre les équations différentielles :
I’Equation différentielle v’ + ay’ + by = 0

a)3y —2y =0
3y — 2y =4

b) 1)a)Résoudre I’équations différentielle
y(2) =4 (E) : y" =3y +2y=0

2)On considere les équations différentielles :
b)Déterminer la solution ¢ de l'équations
(B):y +2y=4x+3et(F):y' +2y=1
différentielle (F) tel que :
a)Montrer que si la fonction f est solution

de I'équation (FE) alors [’ est solution de

I'équation (F')

b)Résoudre I'équation différentielle (F')
¢)En déduire les solutions de I'équation (F) 2)Résoudre I'équation (F1) : y" — 2y +y =0

d)Déterminer la solution F' de 'équation (E) | 3)Résoudre 'équation (Es) : ¢y —¢y'+y =0
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Utilisation des fonctions primitives

1)Calculer les inégrales suivantes :

a)l; = /Excostdt
OTI'
b)[zz/ zcostdx
0

[ 1113 ex d
C =
) /o e’ +1 =

2
d)]4:/ 2 Az
0
e)ls = /4tanxdx
0

f)_fg,:[rg L dz

2
T COs7 T

2)Calculer les inégrales suivantes :

2
a)[1:/|:c2—3x+2]dx
b)I 0171 d
)2—/0%2—5x+6 .
C)Igz/—dl‘

2t

=7
d)/ :/7d
)i 1 22 —6x+1 v

e)l; = /QSing’(x) dz
0

Intégration par parties

1)Calculer les inégrales suivantes :

a)l, :/jlntdt >0
b)I, = /lee’” dz

c)l; = /01er dx

d)I, = /lezex dx

e)l; = /12x2 In(z)dx

)1 = /121n(:p2) dz

~ tIn(1 + )
D=, e

e

h)l'gz/1 (Inz)*dx

i) Iy = /ex(ln r)* dx
1
1
1) Lo :/ 3% dx
0 e
2)Soit n € N*. On pose I, — / 2(lnz)"de
1

Montrer que : Vn > 1; 21, +nl,_, = €°

Calcul d’aires

1)Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par :
flz) = ze™ et (Cy) sa courbe représentative
dans un repere orthgonal d’unité grahique
lem en abcsisse et 2cm en ordonnées . Soit
t un réel strictement positif .
a)Calculer l'aire du domaine .A(t) limité
par (Cy), I'axe des abcsisses et les droites
d’équations z = 0; z =t
b)Calculer tE—rl—noo A(t)
2)On considere f et g définies sur R par :
f(x) = ze™ et g(z) = 2% .(C;) et (Cp)
leurs courbes représentatives dans un repere
orthgonal d'unité grahique 2c¢m en abcsisse et
5¢m en ordonnées .
a)Etudier la position relative de (Cy) et (C,)
sur l'intervalle [0; 1]
b)Calculer l'aire du domaine (A) limité par
(Cs), (C,) et les deux droites d’équations
r=0etz=1
3)On considere f et F' définies sur |1; +o0o[ par
f@) = spgy € Fl@) = () - (€)

la courbe représentative de f dans un repere

99999999999999999993999999939993939




orthgonal d’unité grahique 1c¢m en abcsisse et

lem en ordonnée .

a)Calculer F'(x) pour tout réel = dans |1; +oo|
puis en déduire une primitive de f sur
11; 00|

b)Calculer l'aire du domaine (A) limité par
(Cy),'axe des abcsisses et et les deux droites
d’équations z = e et v = €

4)On désigne par (C;) et (C,) les courbes

représentative de f et g dans un repere

orthonormé (o, 7, 7) tel que H_z)H = lem

Calculer I'aire du domaine (A) limité par (Cy),

(C,) et les deux droites d’équations z = a et

2 = b dans chacuns des cas suivants :
f(z)=¢"
—X

glz) =e
a=0

a)

b=1

b)

9 g(r) =

d)

e)

Il Calcul des volumes

L'espace est rapporté a un repere orthonormé
(0,7, 7, %) telque | 7| = lem

Calculer en cm® le volume du solide de
révolution engendré par la rotaion de la courbe
de la restriction de f sur 'intervalle I en faisant
un tour complet autour de l'axe (o, ?) dans

chacuns des cas suivants :

1) f(z) =2*et I =10;2]

2)f(x)=Inzet] =[1;€]
mﬂwzltgxafzu@

4)f(z) =sinret] = {O; g]

I Méthodes d’intégrations

1)Calculer les inégrales suivantes :
lp—2 2
a)l, = / ¢ T dx
0

63:13

L= [ g
)2_/0\/21+x4 ‘
Lyps — 5
c)[3:/wdx
0 390—1;13 .
3 _
d)[4:/7x+2x dx
2 2 —1

2 1
2)Soit n € N. On pose I,, = / In( T
1

:L‘n
a)En intégrant par partie , calculer [

)dx

b)Montrer que la suite (/,,) est décroissante

c)Conclure
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[ SERIES D’EXERCICES Nell

PRODUIT SCALAIRE DANS )5 ET SES APPLICATIONS

Définition et proriété

On considere le cube ABCDEFGH d’arréte a;

J milieu de [F'G].Calculer en fonction de a

DWECG.HE
2)EC.EC
3)DE.DH
4 DB.EC
5)AB.AC
6)AB.AD
7)AB.EC
8)AB.AC
0)AB.EH
10)AE.DC

Expression analytique

muni dun

s

1)Dans l'espace (&) repére
orthnormal (O,?,?>
points : A(2,-5,1); B(0,2,6) et C(—2,3,1)
Démontrez que la droite (A) passant par

C' et de vecteur directeur o (—4,1 — 3) est

Y

) , on considere les

orthogonale a la droite (AB)

2)On considere dans l'espace V3 les
points  A(1,1,v/2), B(V2,—v/2,0) et
C(—1,-1,—V2).

—
a)Calculer BA - @ . Conclure.
b)Calculer les distances BA et BC.
c)Conclure.
Vecteur normal a wun plan - Equation

cartésienne d’un plan définie par un point et un

vecteur normal a ce plan

1)Soit (£2) un plan de I'espace . Montrer que :

un vecteur non nul 7/ est normal au plan ()

si et seulement si 77

est orthgonal a deux
vecteurs non colineaires du plan (&)

2)Dans (&)
orthnormal (O, ?,?, ?) , on considere

A(3,-2,1); B(5,2,-3) et

I'espace munit dun repere

les points

C(6,-2,-2)

a)Vérifier que les points A ; B et C ne sont pas
alignés

b)Vérifier que le vecteur 7/(2,1,2) est un
vecteur normal au plan (ABC')

c)En déduire une équation cartésienne du
plan (ABC)

Il Distance d’un point a un plan

Dans lespace (&) rapporté au repére
orthonormé (O; i, j, k); on consiere les

points A(2,3,3); B(3,1,2);C(2,—1,0) et
D(12,18, —17)

1)Vérifier que les points A; B et C' ne sont pas
alignés

2)Démontrer que A est le projeté orthogonal du
point D sur le plan (ABC).

3)Calculer de
distance du point D au plan (ABC)

deux facons différentes la

I Equation cartésienne d’une sphére

1)Déterminer une équation cartésienne de la
sphére (S) de diamétre [AB] avec A(—1,0,0)
et A(0,0,1)

2)Déterminer une équation cartésienne de la
sphere (5) de centre (4, 1, 2) et qui passe par
le point A(—1, 1, 2) puis donner une équation

du plan tangent en A a cette sphere.
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I3 Ensemble des points

Déterminer I'ensemble des points M (z,y, z) de
I'espace pour chacun des cas suivants

Da? +9° 4+ 2° =16

2)2x? 4 2y* 4 22% — 122 + 28y — 482 +204 =0
3)a? +y? + 2% — 62+ 4y — 182 4+97 =0

Da? — oy + 22 + 222 =0

relatives d’un d’une

Positions

sphére ;d’une droite et d’'une sphére

plan et

1)a)Déterminer le centre et le rayon de la sphere
(S):a® +y* + 2% — 62— 8y —142+25=0
b)Déterminer la position relative du plan
(#) :x+4+y+2z—7T7= 0 par rapport a la
sphere (5)
2)Déterminer la position relative de la droite
(D) par rapport a la sphere (S) dans chacun

des cas suivants :

(S): x> +y* +(2—1)>=25
a){ (D)=(AB)
ou A(3,4,12) et B(6,8,0)
(8) de rayon 6 de centre 0(0,0,0)
b){ (D)=(AB)
ou A(3,0,—1); et B(4,4,2)
3)Dans lespace (&) rapporté au repére

orthonormé (O; 7, 7, ?) ; on consiere les

points : A(—2,0,1); B(1,2,—1) et C(—2,2,2)

a)Vérifier que les points A ; B et C' ne sont pas
alignés

b)Déterminer une équation cartésienne du
plan (ABC)

c)Montrer que les plans (%) : x+y—32+3 =0
et ()

suivant la droite (D) dont un représentation

:x — 2y + 6z = 0 sont sécants

r=—2
paramétriqueest ¢ y=3t—1 , (t€R)
y=t

d)Monter que la droite (D) et le plan (ABC)
sont sécants suivant et déterminer les
coordonnées de leur point d’intersection.

e)Soit S la sphere de centre (1; —3;1) et de

i) Etudier I'intersection de la sphere S et de
la droite (D)

ii)Démontrer que le plan (ABC') est tangent
a la sphere §

IEl Plan médiateur

Soient A et B deux points distincts de I'espace. [
milieu de [AB] . On note I’ I'ensemble des points

M de I'espace qui sont équidistants de A et B .
—
1)Montrer que M € F <~ IM.E =0

2)En déduire que F' est un plan dont on donnera
un point et un vecteur normal. (ce plan
s’appelle le plan médiateur du sement [AB|

3)Application : donner une équation cartésienne
du plan médiateur de [AB] avec A(1,—1,2) et
B(0,-1,3)

IEB Applications a la résolution de problemes

géométriques

Dans lespace (&) rapporté
- = o

orthonormé (O; i, j, k); on consiere les
points : A(—2,0,1); B(1,2,—1) et C(—2,2,2)

au repere

1)Vérifier que les points A; B et C' ne sont pas
alignés

2)Déterminer une équation cartésienne du plan

(ABC)
3)Montrer que les plans (2%) : x+y—32+3 =0
et (¥) : x — 2y + 62 = 0 sont sécants
suivant la droite (D) dont un représentation
T =2
paramétriqueest ¢ y=3t—1 , (t€R)
y=t

4)Monter que la droite (D) et le plan (ABC)

sont sécants suivant et déterminer les
coordonnées de leur point d’intersection.
5)Soit S la sphere de centre Q(1;—3;1) et de
rayonr =3
a)Etudier I'intersection de la sphere S et de la
droite (D)
b)Démontrer que le plan (ABC') est tangent

a la sphere S
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[ SERIES D’EXERCICES Nel2

GEOMETRIE 3D (PRODUIT SCALAIRE ET PRODUIT VECTORIEL)

(Exo 1 Session normale 2025)
Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé
direct (O, ?, j, k), on considére les points
A(0,0,2), B(2,0,0) et la sphere (S) de centre O
et de rayon R = 2.
1)a)Déterminer 1’équation cartésienne de la
sphere (.5).
b)Vérifier que les points A et B appartiennent
a la sphere (9).
2)Soit I le milieu du segment [AB].
a)Déterminer l'intersection du plan (OAB)
avec la sphere (.59).
b)Vérifier que 07 @ = 0 puis montrer que
d(0,(AB)) = V2.
3)On considere un point M (0,m, 0) de 'espace,
oum € R.
a)Vérifier que E/\m —om7 —|—47—|—2m?.
b)Déduire que mz +2y+mz—2m = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABM).

2|m|
c)Montrer que d(O, (ABM)) = ———.
4)Le plan (ABM) coupe la sphere (S) suivant
un cercle (I',,) de rayon r. Montrer que

4 .
r=4/2+ et déduire que V2 < r < 2,
24+ m?

pour tout m € R.

A (Exo 2 Session rattrapage 2025)

Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé
direct (O, i, j, k), on considére les points
A(0,3,3), B(1,2,1), C(2,3,1) et le vecteur
7(1,-1,1). Soit (P) le plan d’équation
r—y+2—6=0

1)a)Montrer que 1@ /\1@ = 27 et déduire que
les points A, B et C' sont non alignés.
b)Montrer que les plans (ABC) et (P) sont
paralleles.
2)Soit (5) la sphere telle que : le plan (ABC) est
tangent a (S) en A et le plan (P) est tangent
a (S) en un point H
a)Calculer la distance du point A au plan (P)
et déduire que le rayon de la sphere (.5) est
V3
b)Donner une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par A et
orthogonale au plan (P)
c)Montrer que les coordonnées du point H
sont (2,1,5).
d)Montrer que 2% +y*+2*—2x—4y—82+18 = 0

est une équation cartésienne de la sphere
(5)
3)Déterminer les deux points d’intersection de
la droite (BH) et la sphere (5)

(Exo 2 Session de normale 2024)
Dans lespace (&) rapporté au
/ - T
orthonormé (O; i, j, k); on considere les
deux points : A(—1,0,—1) et B(1,2,-1) , le
plan (P) passant par A et de vecteur normal
(2,—2,1) etla sphére (S) de centre Q(2, —1,0)
et de rayon 5
1)Montrer que 2z — 2y + z + 3 = 0 est une
équation cartésienne du plan (P)
2)Déterminer une équation cartésienne de la
sphere (5) .
3)a)Vérifier que la distance du point 2 au plan
(P)estd(,(P)) =3
b)En déduire que le plan (P) coupe la
sphere () selon un cercle (I') de rayon a
déterminer
4)a)Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par le point (2 et
perpendiculaire au plan (P)
b)Montrer que le point H(0,1,
centre du cercle (')
c)Montrer que la droite (A) est la médiatrice
du segment [AB]

repere

—1) est le

Il (Exo 1 Session rattrapage 2024)
Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé

(O, i,7,k), on considere les deux points

A(1,1,0) et Q(—1,1,—-2) et le plan (P)

d’équationz +2—-1=0

1)a)Vérifier que A est un point du plan (P) et
donner un vecteur normal de (P).

b)Montrer que la droite (Q2A4)

perpendiculaire au plan (P).

2)Soit (S) 'ensemble des points M(x,y, z) de

est

'espace vérifiant : 22 +1°+ 2+ 22 —2y+42—3 = 0

a)Montrer que (.S) est une sphere de centre 2
et déterminer son rayon.

b)Montrer que (P) coupe (S) suivant un
cercle de centre A puis déterminer son
rayon.

3)Soit (Q,,) un plan d’équation z+y+mz—2 = 0,

ou m est un nombre réel.

a)Vérifier que A est un point du plan (Q,,),
pour tout m de R

b)Déterminer la valeur du réel m pour que
(@) soit perpendiculaire au plan (P)
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c)Existe-t-il un plan (@,,) qui coupe la sphere
(S) suivant un cercle de centre A ? Justifier.

I (Exo 1 Session de normale 2023)
Dans lespace (&) rapporté

orthonormé direct (O; i, j, k); on considére
les points : A(0,1,4); B(2,1,2) et C(2,5,0) et
Q(3,4,4)

1)a)Montrer que ABNAC = 4(27> + 7 + 2?)
b)En déduire l'aire du triangle ABC' et la

distance d <B (A(J)>
2)Soit D le milieu du segment [AC]

a)Vérifier que D DO — 1@ A 1@

b)En déduire d(Q, (AB(J)> _

3)Soit (5) la sphere d’équation
2+ 22— 62 -8y —82+32=0
a)Déterminer le centre et le rayon de la sphere
(5)
b)Montrer que le plan (ABC') est tangent a la
sphere (S5) en un point que 'on déterminera
4)Soient Q; et O, les deux plans paralleles
a (ABC) tels que chacun d’eux coupe (S5)
suivant un cercle de rayon v/5
Déterminer une équation cartésienne pour
chacun des deux plans Q; et O,

Il (Exo 2

Dans l’espag: rapporté a un repere orthonormé
direct (O, i, j, k), on considere les points
A(2,1,2); B(-2,0,5); C(4,~5,7) et (1, ~1,0).
On pose @ = QA Soit (S) la sphére de centre )
et de rayon R = 3

1)a)Montrer que 1@ A 1@ = 137 et déduire
que les points A , B et C ne sont pas alignés.
b)Vérifier que = + 2y + 2z — 8 = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABC)
c)Montrer que le plan (ABC') est tangent a la
sphere (S) au point A
2)Soient (P) le plan d’équation cartésienne
3z 4+ 4y + 2+ 1 = 0 et (A) la droite passant
par le point A et orthogonale au plan (P)
a)Montrer que la droite (A) coupe le plan (P)

. 1 3
au point H (5, —1, 5)
b)Déterminer les coordonnées du point D tel

que le point H soit milieu du segment [AD]
3)Soit () le plan passant par le point D et de

vecteur normal (2
a)Montrer que le plan () est tangent a la
sphere (S) en D

au repere

Session rattrapage 2023)

b)Montrer que les plans (Q) et (ABC) se
coupent suivant la droite (BC')
(Exo 1 Session de normale 2022)

Dans l'espace (&) rapporté au repére

. - = N
orthonormé direct (O; i, j, k ); on considere
les points : A(0,1,1); B(1,2,0) et C( 1,1,2).

1)a)Montrer que ﬁ A 1@ = ? + k item En
déduire que = + z — 1 = 0 est une équation
cartésienne du plan (ABC)
2)Soit (5) est la sphere de centre €2(1, 1,2) et de
rayon R = /2
Déterminer une équation cartésienne de la
sphere (95) .
3)Montrer que le plan (ABC) est tangent a la
sphere (S) au point A
4)On considere la droite (A) passant par le point
C et perpendiculaire au plan (ABC')
a)Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A)
b)Montrer que la droite (A) est tangente
a la sphere (S) en un point D dont on
déterminera les coordonnées
c)Calculer le produit scalaire 1@ (i + % )
puis en déduire la distance d(A, (A))

IEl (Exo 2 Session rattrapage 2022)
Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé

direct (0,7,7, k), on considere les deux
points A(1l,—1,1) et B(5,1,—3). Soit (S5) la
sphere de centre €2(3,0,—1) et de rayon R = 3,
et (A) la droite passant par le point A et de
vecteur directeur (2, —2, 1)

1)a)Calculer la distance 2 A
b)Montrer que les droites (A) et
perpendiculaires.
c)Déduire la position relative de la droite (A)
et la sphére (.5)
2)Soit le point M, (2a—3,3—2a,a—1) otla € R,
montrer que AM, = (a — 2)u et déduire que
M, € (A) pour tout a € R
3)a)Vérifier que 2z — 2y + z — 9a + 13 = 0 est
une équation du plan (F,) passant par M,
et perpendiculaire a la droite (A)
b)Montrer que d(€2, (P,)) = |3a — 6|
c)Déterminer les deux valeurs de a pour
lesquelles le plan (P,) est tangent a la
sphere (5).

IEB (Exo 1 Session normale 2019)
Dans l'espace (&) rajorte au repere

(QA) sont

orthonormé direct (O; i
les points A(l, -1,
C(1,-2,0) .
1)a)Vérifier que ﬁ A 1@ = _z> + 7 + ?
b)En déduire que =z + y + z + 1 = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABC)
2)Soit (5) la sphere d’équation

s k) on considere
“1): B(0,-2,1) et

Pty +2—4r+2y—22+1=0

. Montrer que le centre de la sphére (5) est
Q(2,—1,1) et que son rayon est R = /5
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3)a)Calculer d(2, (ABC)) la distance du point
2 au plan (ABC)
b)En déduire que le plan (ABC) coupe
la sphere (S) selon un cercle (I') (la
détermination du centre et du rayon de (I")
n’est pas demandée)

(Exo 1 Session rattrapage 2019)
Dans lespac.e (&) _;ag;;o_r)te au re.pere
orthonormé direct (O; i, j, k); on considéere
les points : A(1,2,2); B(3,—1,6) et C(1,1,3).
1)a)Vérifier que AB A A6 =T - 27 —2k
b)En déduire que x — 2y — 22 4+ 7 = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABC)
2)Soient les points E(5,1,4) et F(—1,1,12)
et (5) l'ensemble des points M vérifiant
ME.MFE = 0. Montrer que (S5) est la sphere
de centre €2(2,1,8) et de rayon R =5
3)a)Calculer d(2, (ABC)) la distance du point
2 au plan (ABC)
b)En déduire que le plan (ABC) coupe la
sphere (S) selon un cercle (I') de rayon
r=4
(Exo 1 Session normale 2018)
Dans lesl?ac.e (&) f)rag;;o_)rte au rejp(‘ere
orthonormé direct (O; i, j, k); on considere
les points : A(0,—2,-2); B(l,—-2,—4) et
C(=3,-1,2).
1)Montrer que ﬁ A 1@ = 2? + 27 + ? et
en déduire que 2z + 2y + z + 6 = 0 est une
équation cartésienne du plan (ABC)
2)On considere la sphere (S) dont une équation
est 22 + ¢ + 2% — 20 — 22 — 23 = 0 . Vérifier
que le centre de la sphere (5) est £2(1,0,1) et
que son rayon est 2 = 5

r=1+2t
3)a)Vérifier que ¢ y =2t ; (teR)  est
z=1+t

une représentation paramétrique de la
droite (A) passant par le point ) et
orthogonale au plan (ABC)
b)Déterminer les coordonnées de H point
d’intersection de la droite (A) et du plan
(ABC)
4)Vérifier que d(f), (ABC)) = 3, puis montrer
que le plan (ABC') coupe la sphere (5) selon
un cercle de rayon 4 , dont on déterminera le
centre .

(Exo 1 Session rattrapage 2018)
Dans lesl?ac.e (&) f)rag;;o_}rte au rejp(‘ere
orthonormé direct (O; i, j, k); on considere
la sphere (S) de centre 2(2,1,2) et de rayon 3
et le plan (P) passant par le point A(—1,0,3) et
dont (4,0, —3) est un vecteur normal .
1)Montrer qu'une équation de (S) est
2?4+ 22 —dx—2—42=0.

2)Vérifier qu'une équation cartésienne du plan
(P)estdz —3z+ 13 =0

r=2+4+4t
3)a)Vérifier que | y =1 ; (teR)  est
z=2-3t

une représentation paramétrique de la
droite (A) passant par le point et
orthogonale au plan (P)

b)Déterminer les coordonnées de H point
d’intersection de la droite (A) et du plan (P)

4)a)Calculer d(£2, (P))

b)Montrer que le plan (P) est tangent a la

sphere (S5) en un point que 'on déterminera

(Exo 1 Session normale 2017)

Dans 'espace rapporté a un repere orthonormé

direct (O; i, j, k), , on considere le plan (P)

passant par le point A(0, 1, 1) et dont @ (1,0, —1)

est un vecteur normal et la sphere (5) de centre

le point Q(0, 1, —1) et de rayon v/2

1)a)Montrer que x — z + 1 = 0 est une équation
cartésienne du plan (P)

b)Montrer que le plan (P) est tangent a la

sphere (5) et vérifier que B(—1,1,0) est le
point de contact.

2)a)Déterminer une représentation paramétrique

de la droite (A) passant par le point A et
orthogonale au plan (P)
b)Montrer que la droite (A)
sphere (S5) au point C'(1, 1
3)Montrer que OC' A O
l'aire du triangle OC'B

est tangente a la
Y
= 2k et en déduire

(Exo 1 Session rattrapage 2017)
L'espace eit> rapporté a un repere orthonormé
direct (O; i, j, k) .On considere la sphere (.5)
d’équation z° + >+ 22 =22 —2y—2z—1=0et
le plan (P) d’équation y — z = 0.
1)a)Montrer que la sphere (S) a pour centre le
point (1,1, 1) et pour rayon 2
b)Calculer d(£2, (P)) et en déduire que le plan
(P) coupe la sphere () suivant un cercle
(€)
c)Déterminer le centre et le rayon du cercle
(©)
2)Soit (A) la droite passant par le point
A(1,—2,2) et orthogonale au plan (P) .
a)Montrer que «/(0,1,—1) est un vecteur
directeur de la droite (A)

b)Montrer que ||QA A 7| = V2|7 et en
déduire que la droite (A) coupe la sphére
(S) en deux points.

c)Déterminer les coordonnées de chaque
point d’intersection de la droite (A) et de
la sphere ()
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DENOMBREMENT

Principe fondamental du dénombrement

1)Combien de nombre pairs de trois chiffres
peut on former avec les chiffres 0; 1 et 2?
2)Quel est le nombre de numéros de téléphone
portable commancant par 0661 ?
3)On lance quatre fois de suite un dé cubique.
On note chaque fois le numéro de la face
supérieure dans l'ordre.
a)Combien y a-t-il de résultats possibles ?
b)Combien peut-on obtenir de résultats ou
tous les numéros obtenus sont supérieurs ou
égaux a cinq?
c)Combien peut-on obtenir de résultats ou
tous les numéros obtenus sont égaux ?
d)Combien peut-on obtenir de résultats ou ne
figure pas le numéro 6 ?
e)Combien peut-on obtenir de résultats ou
figure au moins une fois le numéro 6?

P Arrangement - Permutation et Combinaison

1)Le code confidentiel d'une carte bancaire est
un nombre constitué de 4 chiffres .
a)Quel est le nombre de codes possibles ?
b)Combien y-a-t-il de de codes ou tous les
chiffres sont différents
c)Quel est le nombre de codes commencant
par 0
d)Combien y a-t-il de codes ne contenant que
des nombres premiers ?
2)Une classe de 26 éleves : 14 filles et 12 garcons
doit élire un comité composé d’'un président;
un vice-président et un secrétaire
a)Combien de comité peut on consititué ?

b)Combien de comité peut on consititué
sachant que le poste de secrétaire doit étre
occupé par une fille?

c)Quel est le nombre de comités pour lesquels
le président est un garcon et le secrétaire
une fille ?

d)Quel est nombre de comités pour lesquels le
président et le vice-président sont de sexes
différents?

3)On constitue un comité de 8 personnes

choisies parmi 15 femmes et 12 hommes.

a)Combien y a-t-il de comités possibles ?

b)Combien de comité peut on consititué
sachant que le comité contient 4 hommes
et 4 femmes

c)Combien de comité peut on consititué
sachant que le comité contient au moins 2
femmes

Tirages

Une urne contient 2 boules blanches et 3 boules
noires

1)On tire simultanément 2 de cette urne
a)Combien y-a-t-il de tirages possibles?
b)Dénombrer l'ensemble des tirages

contenant :

i) deux boules de méme couleur

ii) < Tirer deux boules de méme couleur >

iii)< Tirer deux boules de couleurs

différentes > .

2)Mémes questions si I'on effectue des tirages
successives et avec remise

3)Mémes questions si I'on effectue des tirages

successives et sans
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[ SERIES D’EXERCICES Nel4

CALCUL DE PROBABILITES

Exo Ne3 Session-N 2025

Une urne contient six boules indiscernables au
toucher :

Quatre boules blanches numérotées: 0; 1; 1; 1
et deux boules noires numérotées : 0 ; 1

On tire au hasard et simultanément deux boules
de l'urne.

On considere les événements suivants :

A «Les deux boules tirées portent le numéro 1 »
B «Les deux boules tirées sont de méme couleur

»

1)a)Montrer que p(A) = :

5
7
b)Montrer que p(B) = 15
c)Les évenements A et B sont-ils

indépendants ? justifier.
2)On répete l'expérience précédente trois fois
successives. On considere la variable aléatoire
X indiquant le nombre de fois que I'on réalise
I'événement A.
a)Recopier et compléter le tableau ci-dessous,
représentant la loi de probabilités de X

2)a)Calculer la probabilité p(/N; N By)
b)Montrer que p(B;) = =

c)Déduire la probabilité de « noter 0 » sachant
que la deuxiéme boule tirée est blanche.

Exo Ne4 Session-N 2024

Une urne contient sept boules : quatre boules
portant le numéro 1, deux boules portant le
numéro 2 et une boule portant le numéro 3 .
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire simultanément au hasard deux boules de
cette urne.

1)Montrer que p(A) = % , ol A est 'événement
"les ,delgx boules tirées portent le méme
numéro

2)Montrer que p(B) = 2—51 ou B est 'événement
“L‘.:a somme des numéros des boules tirées est

B)éalculer p(AN B)

4)Les événements A et B
indépendants ? Justifier .

sont -ils

3 Une urne contient huit boules :

3 Exo Ne3 Session-R 2024
quatre boules

X=2, | 0 1 2
97
X =z

blanches, trois boules noires et une boule verte.
Toute les boules sont indiscernables au toucher.

b)Calculer I'espérance E(X) de la variable
aléatoire X

Il Exo Ne4 Session-R 2025

Un sac contient 4 boules blanches et 3 boules

noires. (Les boules sont indiscernables au

toucher).

Un jeu consiste a tirer successivement et sans

remise deux boules du sac.

Les regles du jeu sont comme suit :

e Si les deux boules tirées sont blanches, on
note : +5.

e Siles deux boules tirées sont noires, on note :
-5.

e Si les deux boules tirées sont de couleurs
différentes, on note : 0.

On considere les évenements : G « noter +5 » ;

Z «noter 0 »

N; « La premiere boule tirée est noire » ; By «

la deuxiéme boule tirée est blanche »

1)a)Calculer p(G), la probabilité de I'évenement
G
b)Montrer que la probabilité de 'évenement

Zestp(Z)= -

On tire au hasard successivement et sans remise

trois boules de 'urne.

1) Vérifier que le nombre de tirages possibles est
égale a 336 .

2)Calculer la probabilité de
A "Tirer trois boules blanches"

3)Montrer que la probabilité de I'événement
B : "Tirer trois boules de méme couleur" est

p(B) = %

4)Calculer la probabilité de I'événement C' :
"Obtenir au moins deux couleurs différents"

I Exo Ne3 Session-N 2023

Une urne U; contient six boules portant les

numéros 0;0;1;1;1;2 et une urne U, contient

cing boules portant les numéros 1;1;1;2;2.

On suppose que les boules sont indiscernables

au toucher .

On considere I'expérience aléatoire suivante :

« On tire une boule de I'urne U; et on note le

nombre a qu’elle porte , puis on la met dans

I'urne U, , ensuite on tire une boule de I'urne

U, et on note le nombre b qu’elle porte »

On considere les événements suivants :

(A): «Laboule tirée de 'urne U, porte le nombre
1»

Pévénement
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(B): « Le produit ab est égal a 2 »

1)a)Calculer p(A)
Iévenement A

b)Montrer que p(B) =

la probabilité de

1
- (On peut utiliser

I'arbre des possibilités )
2)Caculer p(A/B) la probabilité de
I’évenement A sachant que I'évenement B est
réalisé .
3)Soit X la variable aléatoire qui associe a
chaque résultat de 'expérience , le produit ab

a)Montrer que p(X =0) = 3

b)Donner la loi de probabilit¢ de X
(Remarquer que les valeurs prises par X
sont0;1;2et4

¢)On consideére les événements suivants :
(M): «Le produit ab est pair non nul »

(N): «Le produit ab est égal a 1 »
Montrer que les évenements M et N sont
équiprobables

I3 Exo N4 Session-R 2023
Une urne contient quatre boules blanches et
deux boules noires , indiscernables au toucher.
1)On tire au hasard et simultanément deux
boules de 'urne .
a)Calculer la probabilité de 'évenement (A) :
" tirer au moins une boule noire "
b)Soit 'évenement (B) : " Obtenir deux boules

A 7
de méme couleur " . Montrer que p(B) = 15
c)On répete cette expérience cingq fois en

remettant dans l'urne les boules tirées,
apres chaque tirage Quelle est la
probabilité pour que I'événement B soit
réalisé exactement trois fois.
2)Dans cette question, on tire des boules de
I'urne, une apres l'autre et sans remise et on
arréte le tirage lorsqu’on obtient une boule
blanche pour la premiere fois. Soit X la
variable aléatoire qui est égale au nombre de
tirages effectués dans cette expérience.
a)Justifier que les valeurs prises par X sont :
1;2et3
4

b)Montrer que p(X =2) = T

c)Déterminer la loi de probabilité de la
variable aléatoire X

d)Quelle est la probabilité d’obtenir au moins
une boule noire ?

Exo Ne3 Session-N 2022

Une urne contient : trois boules blanches,trois
boules vertes et quatre boules rouges
indiscernables au toucher. On tire au hasard et
simultanément trois boules de I'urne.

1)Montrer que P(A) = it ou A est ]’ événement

"N’obtenir aucune boule rouge"
2)Calculer P(B); ou B est I’ événement

"Obtenir trois boules blanches ou trois boules
verte"

1
3)Montrer que P(C) = 3 ou C est]’ événement

"obtenir exactement une boule rouge"
4)Calculer P(D); ou D est I' événement
"Obtenir au moins deux boules rouges"

IEl Exo Ne3 Session-R 2022
Une urne contient trois boules blanches,
quatre boules rouges et cing boules vertes ,
indiscernables au toucher. On tire au hasard et
simultanément trois boules de I'urne.
1)on considére les événements suivants :

(A): " Obtenir exactement deux boules rouges

n

(B): " Obtenir exactement une boule verte "

12 21
a)Montrer que P(A) = = et P(B) = =
b)Caculer p(A/B) la probabilité de

I'évenement A sachant que I'évenement B
est réalisé . les évenements A et B sont-ils
indépendants ?

2)Soit la variable aléatoire X qui associe a
chaque tirage le nombre de boules vertes
tirées
a)Déterminer la loi de probabilié de X
b)Caculer la probabilié d’obtenir au moins

deux boules vertes

IEB Exo Ne3 Session-N 2019

Une urne contient dix boules : trois boules

vertes, six boules rouges et une boule noire

indiscernables au toucher. On tire au hasard

et simultanément trois boules de l'urne. on

considere les événements suivants :

(A)Obtenir trois boules vertes

(B)Obtenir trois boules de méme couleur .

(C')Obtenir au moins deux boules de méme
couleur.

7

1)Montrer que P(A) 10

2)Calculer P(C')

- P(B) =
120etque (B)

Exo Ne3 Session-R 2019

Une urne contient une boule rouge, deux boules

blanches et trois boules noires indiscernables

au toucher. On tire au hasard successivement

et avec remise trois boules de 'urne. Soient les

événements suivants :

(A)les trois boules tirées sont de méme couleur

(B)Il n’ y a aucune boule blanche parmi les
boules tirées

(O)Il y a exactement deux boules blanches
parmi les boules tirées

8

1)Montrer que P(A) = 5

2)Calculer P(C')

1
6 et que P(B) =

U 2éme BA‘
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