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[ SERIES D’EXERCICES Nel

NOTIONS DE LOGIQUE

Proposition-Fonction propositionnelles

1)a)Donner un exemple de proposition vraie
b)Donner un exemple de proposition fausse
2)Déterminer pour chaque cas S l'ensemble
des nombres réels pour lesquels la fonction
propositionnelle est vraie
aA)<zeR : 22— —-12<0>
b)< z € [0;7] : sin(z) X cos(z) < 0>

1
< (z,y) e R | Jay = §(x+y) >
< (2,y) €R? | 22+ =0>

Quantificateurs

1)Traduire en terme de quantificateurs les
propositions suivantes :
a)Tout nombre entier naturel est un entier
relatif ;
b)Il existe un nombre réel qui n’est pas
rationnel ;
c)il existe un réel dont le carré est strictement
supérieur a 1;
d)le carré de tout nombre réel est un nombre
positif ;
e)la somme de deux réels positifs est un
nombre positif;
f)léquation 2> — 1 = 0 une solution unique
dans N;
g)Tout nombre réel non nul admet un inverse ;
h)Tout nombre entier relatif admet un
Opposé;
2)soit f R — R une fonction , écrire
en utilisant les quantificateurs logiques les
propositions suivantes :
a)la fonction f s’annulle
b)la fonction f est majorée
c)la fonction [ est constante
d)la fonction f n’est pas constante
e)la fonction f croissante
3)En justifiant votre réponse, dire si chaque
proposition est vrais ou fausse :
aVreR, z2>0
b)dr e R, sinx ==z
VyeR,dJreR : <y
d)dzeR, yeR : <y
eVeeR,VyeR : 2% >y

)dx ez, Yy el rXy#£1
gdreR |, VyeR r <y
hvyeR, dJzeR x <y
i)dreR, VyeR y' >
DVeeZ, yel r+y=0

Négation d’une proposition

1)Ecrire la négation des phrases sivantes :
a)Tous les éleves sont présents;
b)Dans cette classe aucun éleve n’est bavard
c)Dans chaque classe , il existe ou moins un
éléve bavard
d)Jai compris toutes les étapes de la
démonstration ;
e)Certains triangles sont isoceles.
f)dans chaque classe, tous les éleves sont
attentifs ;
2)Ecrire avec les quantificateurs les propositions
suivantes :
a)l'équation 2°4x+1 n’admet pas de solutions
dans R
b)Il n’existe pas d’entier naturel supérieur ou
égal a tous les autres

I Raisonnement par contre exemple

en utilisant le raisonnement par contre exemple
, montrer que les propositions suivantes sont
fausss :

DVzeR , >0
2)Vr eR, I3n € N
3WreR,z+1>zx
4)Vn e N, 2" 4+ 3" = 5"

n>ax

1

5)V956R,7x2+1<1
6)Va e Rt . Wb eRT : Va+b=+a+ Vb
7)Vz € R x| =«
8VxreR : (x—-3)*=2>-9
OVz € RT : z++x>2
10)Vz e R, Vy e R 22x—y7£5

x
11)(Vz € ]0;1]) 21— 7) <1

I Conjonction et disjonction

1)soit x un réel .

(2)

traduire les propositios
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suivantes en utilisant la conjonction ou la
disjonction
a)-l<zx<l1
b)| x |> 3
Alxl|=T7
d)x >5
2)soit p une proposition .
a)Montrer que (p A D) est fausse
b)Montrer que (p V p) est vraie

montrer que : V(a,b) € RY" : a+b > 2vab
b)En déduire que
Y(a,b,c) € R* (a+b)(b+c)(c+a) > 8abe

2)en utilisant le raisonnement déductif montrer

1
que : Vr € (R)* \/§+ﬁ22

3)a et b sont deux réels tels que a + b = 1.

montrer que ab < —

3)On consideére les deux équations (F) : z°+ar+b B et b sont deux réels tels que a — b = 1 .

et (F) : 2> +br+a = 0ol a etb sont
deux réels de l'intervalle |4, +oo| et dont les
discriminants sont réspectivement (4A;) et
(Az) .

Montrer que la proposition p V ¢ est vraie ou
(p) : Ay >0et(q) : Ay >0

I3 'mplication logique

1)Montrer que I'implication 1 =2 = 1 = 3 est
vraie.
2)Ecrire les propositions suivantes en utilisant
les quantificateurs et les connecteurs
logiques :
a)si la somme de deux nombres réels est
strictement négatif, alors l'un des deus
nombres est strictement négatif .
b)Pour qu’un entier natutrel soit supérieur
ou égal a 2 , il suffit qu’il soit strictement
supérieur a 1.
c¢)Pour qu'un entier natutrel soit strictement
supérieur a 1, il faut qu’il soit différent de 0

d)Une condition suffisante pour qu'un réel
soit entier relatif est qu’il soit entier naturel.
3)soient = et y deux réels quelconques
completez par = ou par <—

AT =20 i 2?2 =4

b)r =2 Va2 =2

Axy > 0o (x>0)A(y>0)

Dr =y (x=0)A(y=0)

)L < Yerrereeaeeeiennn, <y

)z = % ..................... cos(x) = %

g)sin(z) > 0cceevciniien, z € [0, 7]
4)soit z € R

montrer que ab > 1

5)a et b sont deux réels tels que a® +b* = 1.

Montrer que |a + b| < v/2

6)Montrer que V(z,y) € R* :

2 +4y=1=

1.2+y2 —

7)Montrer que V(z,y) € R*:

(Jzl < DA(Jyl < 1) = |z +y| < 1+ 2y|

IEl Equivalence logique

1)Compléter les pointillés par 1'un des

connecteurs logique "et" ou bien par "ou"
a)(JzreR, ar+b=0)

(@0 a=0)--(b=0)
b)(Vx e R, ax+b=0)

s (a=0)----(b=0)

2)MontrerqueVn € N, (2n—n® =1 <= n =1)
3)Montrer que V(a,b) € R*" |

[a+b=0<= (a=0)A(b=0)]

4)Montrer que V(z,y) € R?

r+y
2

Vo — 142y —4 =

IEl Raisonnement par équivalence successives

1)Résoudre dans R :

avr+7=5—=z
b)vz—-1=1-X
c)vr+6=x

a)Montrer que —1 < 2 < 3 = |—a+4|—|z—5| = ~Wz=z-2

b)Montrer que 2° < v = |z| = @
c)Montrerque 0 < < 2 = —2*+4z+1 > 1

Raisonnement déductif

e)Vr+7=5—=x

2)En utilisant le raisonnement par équivalence

successives montrer que :
1
*+ =
(Vz e R*" |, Vo + 7 > 2

J

\

1)a)en wutilisant le raisonnement déductif

£}
I
O
=
<
I
0]

(3)
&
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3)Montrer que Vx € R |

(z #V3) A (z # —V/3) =

2
1
1+ 22 7

Les Lois logiques

1)Soient p et ¢ et r trois propositions .
a)Donner la négation des propositions
suivantes;
Do<z<y
ii)pVvyg
iii)p =7
v)p=g¢q
2)En utilisant le raisonnement par équivalences,
montrer que les propositions suivantes sont
des lois logiques :
a)p= (pVq)
b)(pAg)= (pVa)
Ap = (q¢=p)
dp= (p=1q)
e)(pAqg) = (pVa)
3)Montrer que : (pV (pAq)) < (BAT)
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Raisonnement par I’absurde

o 1)En utilisant le raisonnement par I'absurde ,
montrer que les propositions suivantes sont
vraies :

AV eR , 74 -2— "

+1
1
T+ 22 7
b)Vz € R* : \/1—1—9027&1—1-%
cAvne N, vn2+1¢N
d)i) vn € N, n? pair = n pair
i)v2 ¢ Q
2)On considere les deux fonctions f et g définies
comme suit :

flz)=x+2etg(z) =Va2+4z+5.

Montrer que 6; ne coupe pas 6,

-Sciences Mathématiques
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Raisonnement par contraposée

1)Soit (z,y) € R* . Montrer que :

o Y
e #y = m 7 1+
bz #y=2>+r#y’ +y
Q1 £y = (z+ D)y —1)# (@ — )y +1)
2)soit n € N* . et (7;y) € Z* . Montrer que :
a)n premier = (n=2) ou (n impair)

b)5 fry = (5 fx) A (5 fy)

Raisonnement par disjonction des cas

-

1)En utilisant le raisonnement par disjonction
des cas Montrer que les propoqitions
suivantes sont vraies :
aVreR, |z —1|<2° -z +1
bYV(r,y) € R? , maz(r,y) = 5(z+y+la—yl)
avec maz(x,y) est le plus grand des deux
nombres x et y
)Vr € R, max(2?, (v —2)*) > 1
2)Résoudre R les deux équations :
a)3lz—1|+z-5=0
b)|z — 1| + |z| = 2
3)Résoudre R les deux inéquations :
a)|lz+1] <4

b)vz+1<xz+3

Raisonnement par récurrence
Montrer par récurence ce qui suit :

DvneN | 2">n+1
2v¥n>6 , 2">6n+7
3IWVneN"1+2+34+44----4n
~n(n+1)
P 2

HDVn e N 1%2+2%3+3%4+----+n(n+1)

nn+1)(n+2)
3

5)pour tout entier naturel non nul n , le nombre
12" — 5" est divisible par 7

6)pour tout entier naturel non nul »n , le nombre
3" + 4" — 1 est divisible par 3

7)pour tout entier naturel n , le nombre 4" + 5
est divisible par 3

8)pour tout entier naturel n , le nombre 10" — 1
est divisible par 9

9)Vn € N*,
SRR R A —
1 %2 2%3  3x4 n(n+1)
on
T n+1
10)Vn € N* .

1+3+5+---4+2n—1=n?

11D)VneN* : 54+8+11+----+5+3n=

n(n+ 1)

5(n+1) +3——
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[ SERIES D’EXERCICES Ne2

LES ENSEMBLES

Description d’un ensemble

1)Ecrire en extension les ensembles suivants
AA={z€Z | 2e—1|<3
b)B={zr€Z | z* < 10}
5 27
)C={reN | §<x<—

dD={xeR | |2z —-3|—-2|-1=0}

2)Ecrire en compréhension les ensembles
suivants
a)Fy = {1,3,5,7,9, ccvceven. }
b)Ey = {3,9,27,81, ccocco....... }
1111
C)E3 {1 % 3 FRR-SRRRIRRE }
d) £, = {1,10,100, 1000, 10000, .............. }

Inclusion, Egalité

1)On considére les ensembles :
o A={(2k+1)m\k € Z}
2
e B={-5+ ﬁ\k z}
Montrer que A C B a-ton A = B? (Justifier
la réponse )
2)On définit les parties de R? suivantes :
o E={(t,4t—1), t e R}
o F={(z,y) eR* |4z —y=1}
Montrer que F = F.

Ensemble des parties

1)On pose A = {a} et B = {1,2
extension :
a)P(B)
b)P(A)
c)P(P(A))

2)Soient A et B deux
ensmble non vide FE
AC B<=P(A) C P(B)

,3} . Ecire en

parties dun
Montr que

Il Union - Intersection - Complémentaire

1)On considere les ensembles :
T 2km

e B (-T2 ez
oF:{—%ﬁ-?\kEZ}

Montrer que : ENF = ()
2)Soient A; B et C trois parties d'un ensmble

nonvide . Montrque: ANB =0 <= AC B

3)En justifiant votre réponse , donner la valeur
de vérité de chacune des deux propositions
suivants
a)(AUBCAUC)= BcCC(C
bJ(ANBC ANnC)= BcCC
4)soit £ un ensemble non vide . Montrer que
Y(A,B,C,D) € P(E)*
e ANB=0<+<=ACB A
e ANB=ANC<+<= ANB=ANnC
e (AUB C AUC)AN(ANB C ANC')= BCC
5)En justifiant votre réponse , donner la valeur
de vérité de chacune des deux propositions
suivants :

Y(A,B,C) € P(E)?

e (AUBCAUC)=BCC
e (ANBCANC)= BCC

I Différence de deux ensembles

1)Déterminer les deux ensembles A & B sachant
que :

AUB ={1,2,3,---, 11} et ANB = {4,5,6,11}
et A~ B ={7,8,9,10}

2)Ecire en extnsion AAB sachant que
A=1{1,2,3,56}a B={27283,9}

3)soient A et B et C' des parties d’'un ensemble
non vide £ Montrer que :
e A-B=0+<= ACB

I3 Produit cartésien

1)soit £ = {1,2,3} et ' = {0} et G = {a,b,c} .
Erire en extension les ensembles suivant :
ExFetFxEetG?etExFxGetP(FxG)

2).soit FE un ensemble . A et B et C trois parties
de E' . Montrer que :

aA)(AUB)xC=(AxC)U(Bx()
b)J(ANB)xC=(AxC)N (B x ()
A)(A-B)xC=(AxC)—(BxC)

3)Soit E = {(z,y) € R*, 2° +y* < 1} .
a)Montrer que E # ()
b)Montrer que

V(A,B) e PR) xP[R) , E£AXxB

®
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[ SERIES D’EXERCICES No3

LES APPLICATIONS

Restriction et prolongement
on considere I'application :

f: R - R
r = flx)= _ lal

x

1)Donner la restriction de f a |—oo; 0]

2)Donner deux prolongements distincts de f a
R

Image et image réciproque

1)Soit f: R — R
v = f(r)=—-2"+22-3
En procedant par équivalences successives :
a)Déterminer f(RR)
b)Déterminer £ ([—3; —2])
c¢)Déterminer f~'([0;2])
2)a)Donner un exemple d’application verifiant
AC T (f(A)) et f(f(A) ¢ A

b)Donner un exemple d’application verifiant

f(f7U(B) c BetB¢ f(f71(B))
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Injection - Surjection - Bijection

1)Etudier linjectivité; la surjectivité et la
bijectivité def dans chacun des cas suivants :

a) f: R - R

x +— f(x)=sinx
b) f: R — [-1;]1]

r — f(x)=sinzx
¢c)f: N - N

n — fn)=n+1
d f: R? —» R?

z = flry) = (z+y,zy)
2)Soit f : E —> F une application; A une
partie de I/'; B une partie de F'
a)Montrer que A C f'(f(A)) .
Montrer qu'on a I'égalité lorsque f est
injective
b)Montrer que f(f'(B)) C B.
Montrer qu’'on a I'égalité lorsque f est
surjective

1°r¢ BAC-Sciences Mathématiques

=

Il Réciproque d’une bijection
1)Soit I'application :

f: R—{2} - R-{4}
v fl@) =t

r—1
Tr— 2

Montrer que [ est bijective et expliciter
I'expression de la bijection réciproque de f
2)Soit I'application :
f: R - R
v o flo)=a 4247
a)i) Déterminer f(R)
ii)’application f est-elle surjective ?
(Justifier la réponse )
b)i) Détermner f~'({7})
ii)L’application f est-elle injective ?
(Justifier la réponse )
c)Montrer que ¢ la restriction de [ a
I = |—o0; 2| réalise une bijection de / sur
lintervalle J = [3; +o0] .
d)Déterminer l'expression de la bijection
réciproque ¢!
3)On considere I'application :

Iz (]o;+oo[)2 5 (]o;+oo[)2
%)

(:L‘vy) = f(x,y) = ("L‘y7 ;

Montrer que f est bijective et déterminer la
bijection réciproque de f

I Composée de deux applications

DSoit E = {0,1,2,3}, F = {0,4,1,7} et
G = {2,4,—1,1}. On définit des applications
f:EF—Fetg:F — Gpar

f0)=0; f() =7 f3)=1; f(2)=0

9(0) =2; g(7) = —1; g(1) = 2; g(4) = L.
a)Calculer g o f(z) pour tout x € E
b)Calculer (go f)~'({2,1})

2)a)Montrer que si f o g est injective alors g est
injective
b)Trouver un exemple ou f o g est injective et
f n’est pas injective.
3)a)Montrer que si go [ est surjective alors g est
surjective
b)Trouver un exemple ou g o f est surjective
et g n’est pas surjective.
4)soit f : EF — FE une application tel que
fof =1dg .
Montrer que f est bijective et que f ' = f
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[ SERIES D’EXERCICES Ne4

GENERALITES SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES

Fonction bornée -

majorée; minorée;

Extrémums

1)Soitla fonction f définie par f(z) = z—4v/x + 146 a) f(z) <0

a)Déterminer Z; 'ensemble de définition de
f
b)Montrer que : Zzezﬂg flz)=1
2)Soit la fonction f définie par f(z) = 2—v/4 — 22
a)Déterminer Z; 'ensemble de définition de
f
b)Justifier que si —2 < x < 2 alors 2+2v2 >0
c)i) Montrer que f est majorée par 2v/2
ii)2v2 est-il le maximum de f sur Z;?
(justifier votre réponse )
d)i) Montrer que f est minorée par —2v/2
ii)—2v2 est-il le minimum de f sur Z;?
(justifier votre réponse )
Comparaison , Interprétation géométrique
On consideére la fonction f définie sur R — {—1}

par sa courbe représentée ci-dessous.

1)Résoudre graphiquement I’ équation :

flxz) =0

2)Résoudre graphiquement les inéquations :

b)f(z) >z -1
3)Donner graphiquement suivant les valeurs du

réel m le nombre de solutions de I'équation

f(x) =m.

Composée de deux fonctions numériques

https://www.moulmaths.com/
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1)Déterminer I'ensemble de définition de gof et

de fog , puis calculer gof(z) et fog(x) dans

chacun des cas suivants :

a)f(r) =22° —letg(z) =42 — 3x

b) f(x) = il et g(z) =va +3
(@) = 1 et gla) = 1

d)f(z)=va?—9etg(x)=vid—x
2)Déterminer deux fonctions [ et g tel que

F' = gof dans chacun des cas suivants

1% BAC-Sciences Mathématiques

a)F(z) = ﬁ
b)F(z) = g; 1

=

Il Monotonie d’une fonction numérique

2 1
1)a)Montrer que la fonction f : = NN x +3
'Z‘ —_—

est strictement décroissante sur |3; +oo[ et

sur |—oo; 3]
. 20+ 1
b)la fonction f : z L 3
'Z‘ —_—
est-elle strictement décroissante sur

J




|—00;3[ U |3; +00[? (justifier votre réponse
)
2)On considere les fonctions f et g définies sur
R par f(z) = 2* —22% et g(z) = 2® — 1

a)Etudier la parité de f

b)Calculer f(1) puis montrer que
R/l =1

c)i) Montrerque f =gog
ii)En déduire les variations de f sur chacun
des intervalles = [0; 1] et [ = [1; +o0]
d)En utlisant la parité de f, dresser le tableau

de variations de f sur R

I fonction périodique

https://www.moulmaths.com/

Soit f une fonction définie sur R

périodique de période T = 2 tel que

Vo e [-1;1] 5 f(z)=1-2?
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e 1)Construire ¢ sur [—3; 5]
2)Calculer f(2023)

avec k € Z*

3 fonction partie entiere

1)Résoudre dans R les équations suivantes

1°r¢ BAC-Sciences Mathématiques
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3)Calculer f(z) pour tout x dans [—1 + 2k; 1 + 2k]

a)E(z) =0

c)E(z)=3
b)E(zx) = -2 -

1
d)E(x) =
2
2)Montrer que La fonction partie entiére est
croissante sur R
3)Montrer que :

VreR, Vk e N* E(E(li”)> — BE(x)

Représentation de + — az® etde 2 — Vo + a

1)Construire dans un repere orthonormé les
courbes représentatives des fonctions :

3

a)f::cl—>%
3

x
b)g:xr—>|§|
ch:x—> vV +3

2)On considere dans I’équation :

(E) : 2°—64(x+3)=0

a)Montrer que I'équation (F) n’admet pas de
solution dans l'intervalle |—oo; —3]

b)En utilisant les les trois graphiques

précedents , montrer que l'’équation (E)

admet deux solutions dans lintervalle

]=3; +oo]
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[ SERIES D’EXERCICES No5

LE BARYCENTRE DANS LE PLAN

Barycentre de deux points

1) A et B deux points distincts tel que
AB = 10cm
a)Construire Les points :
o C' =bary{(A,2);(B,3)}
o D =bary{(A,3);(B,2)}.
b)Déterminer et représenter F; l'ensemble
des points M du plan tel
|20 A + 3MB|| = 10
c)Déterminer et représenter E, I'ensemble
des points M du plan tel
|20 A + 3MB| = ||3MA + 2MB|
d)Déterminer et représenter E3 l'ensemble
des points M du plan tel
IMA + MB|| < 4
2)Dans un repere du plan, on donne les points
A(3;2) et B(—1;4). G = bar{(A,3); (B, —-2)}
et G' =bar{(A,-2);(B,3)}.
a)Calculer les coordonnées de G et G’
b)Vérifier que [AB] et [GG’'] ont méme milieu

que
que

que

Barycentre de trois points
Soit ABC est un triangle quelconque
1)Montrer que I'isobarycentre des trois points
A; B et C est le centre de gavité du triangle
ABC
2)Les points I,J et K sont définis par :
Al = 3¢, B = 250 et A = 418
a)Exprimer / comme barycentre de A et C, J
comme barycentre de B et C,
et K comme barycentre de A et B.
b)Soit G le barycentre de (A,—-2), (B,3) et
(C,5).
i) Montrer que G est le milieu de [BI].
ii)Montrer que les droites (CK), (BI) et
(AJ) sont concourantes en G.

Barycentre de quatre points

ABCD un carré de centre O de coté 4cm

. Pour tout point M du plan , on pose

U = MB—MA+MC—MD .G estle barycentre

des points {(B, 1); (C, —4); (D, 1)}

1)Le systeme {(A,—1);(B,1);(C,1);(D,—-1)}
admet-il un barycentre ?

2)Montrer que pour tout point M du plan, on a
V= 24D

3)Montrer que G est le symétrique de O par
rapport a C'

4)Déterminer et représenter 'ensemble (&) des
points M tels que

|MB-AMC+MD|| = | MB—MA+MC—MDg

Il Lieux géométriques
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Soit ABC' est un triangle quelconque ; I milieu ¢

de [BCletm € [—1;1] .
On pose : G,,, = bary{(A, 1+m?); (B, m); (C, —m)

1)Construire les points [; G et G_4
2)Montrer que pour tout réel m € [—1;1] :

aG, — " Be

1+ m?
3)a)Montrer que la fonction x |i> x;j 1 est
décroissante sur [—1; 1]
b)Vérifier que f([—1;1]) C [_71,%

¢)En déduire 'ensemble des points GG,,, losque
m décrit l'intervalle [—1; 1]
4)Déterminer et représenter £; I’ensemble des
points M du plan tel que :

12MA+MB - MC| = ||2MA - MB + MC|

5)Déterminer et représenter F, 'ensemble des
points M du plan tel que :

12MA+ MB — MC|| = |2MA — ME — MC|

J

(o)
Y
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[ SERIES D’EXERCICES No6

ETUDE ANALYTIQUE DU PRODUIT SCALAIRE

Expression analytique

1)Dans le plan #; muni de la base orthonormée
(7, 7) , on considére les vecteurs u = i
etV = 47 + 37. Calculer : ¥. % ; || ]| et
17— |
2)Vrai ou faux (Justifier votre réponse )
aVv(u, V) e ¥
UV =0
=T =0 ou 7=
bV(W, V) € ¥
12 =V = =7

https://www.moulmaths.com/

AAN
ame
w

Expression analytique

1)Soit ABC un triangle d’aire S et soit H le
projeté orthgonale du point C' sur (AB)
1 .
a)Montrer que : S = QAB x AC x sin(A)

b)En déduire que : S = %| dét (AB, AC)|
2)Dans le plan (P) muni du repére orthnormé

(O, _z'), ?) ,on considere les points F(—1,2);

F(3,5) et G(6,1)

a)Calculer cos(ﬁ, E?) et sin(ﬁ, E?)

b)En déduire la mesure principlale de 'angle

(BF. EC)

c)Calculer l'aire du triangle EFG

1°r¢ BAC-Sciences Mathématiques

=

Inégalité de Cauchy-Schwarz

1)A; B et C trois points non alignés.
a)Montrer que : AC' < AB + BC
b)Montrer que si a;; ag; as; by; b
et b3 sont des nombres réels alors
\/(a:s —a1)? + (b3 — by)?

-

< \/(a:s —ay)? + (b3 — by)?
—1—\/(@2 —a1)? + (ba — b1)?
2)Soit (a,b,c,d) € R* tel que a # O etb # 0

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Montrer que :
(a—c)*+ (b—d)* >

Il vecteur normal
Donner un vecteur normal a la droite D dans

chacun des cas suivants :

D (Dy) = (oz)

2)(D,) 4y—5=0
3)(Ds) x =3

4)(Dy) y=u

I Equation cartésienne d’une droite

Dans un repére orthonormal, on considére les

points A(—4,10); B(8,16); C(8,—2) et K(5,7)

1)Déterminer une équation de la médiatrice de
A

2)Déterminer une équation de la hauteur issue
de A du triangle ABC

3)Calculer les coordonnées de l'orthocentre H
du triangle ABC'

4)Calculer les coordonnées du
G = bary{(A,1); (B, 1); (C,1)}

5)Montrer que le point K est le centre du cercle

point

passant par les sommets du triangle ABC'
6)Montrer que les points G; H et K et sont

alignés .

@ Distance d’un point a une droite

1)Déterminer La distance du point A(x4,y4) a

la droite (D) dans chacun des cas suivants :

(10)
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a)(D) = (ox) et A(—1,0)

b)(D) dy—5=0et A(—2,2)
c)(D) y=xet A(1,1)

2)On considere les deux droites (4A) y=20
et (Ay) x = 0. Déterminer F

I'ensemble des points M du plan tel que
d(M,Ay) = d(M, As)

Equation cartésienne d’un cercle

Soit (O, 7, 7) un repere orthonormal.

Déterminer une équation du cercle (¥’) dans

chacun des cas suivants

1)Le cercle (¢’) de centre Q2(—1,0) et de rayon
R=+2

2)Le cercle (¢') de centre (6, —8) et passe par
O

3)Le cercle (¥') de diametre [AB] avec A(2;2) et
B(6;—2).

4)Le cercle (¥¢) passe par les deux points
A(—1;3) et B(3;1) et son centre appartient a
la droite (D) ; 3z —y—2=0.

IEB Représentation paramétrique d’un cercle

1)Soit (¢’) d’équation :
z=3+5cosb
R
y=1++/5sinb
a)Déterminer deux points appartenant au
cercle (¢)
b)Déterminer une équation cartésienne du
cercle (%)
2)On pose A = {(cosf,sinf)\0 € R} et

B ={(z,y) e R:\a* +y* =1}
a)Vérifier que A # () et que B # )
b)Montrer que A = B

[EB Ensemble des points
Déterminer 'ensemble des points M (z,y) du

plan dans chacun des cas suivants

Da?+9y° —204+4y+5=0

2)2* +y? —4dx — 6y —12=0

3N +y*+y+3=0

) —y* =0

Positions relatives d’un cercle et d’une droite
Déterminer la pasition relative du cercle (%)
et la droite (A) puis étudier leurs intersections

dans chacun des cas suivants

1)(%) ; 2 + y? +dr — 2y = 0 et
(A) : —2x+3y=0

2)(¢) ; 24y —2r -2y —3 = 0et
(A) rT+2y+2=0

3)(¢) ; P+ y -2 -8 +10 = 0 et
(A) r—2y—1=0

Droite tangente a un cercle

1)Justifier que le point A appartient au cecle (%)
puis déterminer I’équation de sa tangente au
point A
a)(¢) ; 2°+y*—6z—2y—3=0et A(1;-2)
b)(%) ; 2> +1y>+22+2y—18 =0et A(1;3)
Q) () ; 2*+1y*—224+2y—6 = 0et A(V3;V3)

2)On (€)
4y —dr4+6y+9=0
a)Déterminer le centre et le rayon du cercle

(€)

consiere le cercle d’équation

b)Déterminer une représentation paramétrique

du cercle (%)

c)Etudier lintersection du cercle (¥¢’) avec
I'axe des abcsisses

d)trouver les équations des deux droites
tangentes au cecle (%) et ayant 7 (1,2)
comme vecteur normal

e)trouver les équations des deux droites
tangentes au cecle (¢’) et passant par le
point A(1,0)

@
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[ SERIES D’EXERCICES Ne7

CALCUL TRIGONOMﬁTRIQUE

Formules de transformations

1)A laide des formules d’addition et de
duplication , déterminer les valeurs des lignes

trigonométriques des angles —— : [ et —
B 4 FS T 12 o
1 5 2
2)On donne cosg = %\/_; calculer cos ?ﬁ
. 3T
puis cos —
3)Calcluer sina; sinb; cos(a + b) et sin(a + b)
sachant que cosa = i;cosb = —5;0 <a< g
et0<b<m
4)Calcluer cosa; cosb; cos(a + b) et sin(a + b)
2 T
hant ina=—-;sinb=——;0<a< =
sachant que sin a 73 sin 2 a<g
T
et 5 <b<m

5)Démontrer que Vx € ]0; g [

1 — cos2x , .
tany = ——— et en déduire les valeurs
S111 2
exactes tan LS et tan =
8 12

6)Montrer que

a)Ver e R cos(3x) = 4 cos®(x) — 3 cos(w)
b)Vx € R sin(3x) = 3sin(x) — 4sin’ ()
)V € R : cos*(x) — sin(z) = cos(27)
derR—{g+kw\keZ}
sin(2a)
tanoe = ———————
1 + cos(2a)
e)VxeR—{g+k7r\keZ}
1 — cos(2a)
tanqg = ———=
sin(2a)
f)v:ceR—{nglmr\keZ}
1 — tan®a
20) = ————
cos(2a) L+ tan? o
g)VxeR—{§+k7r\keZ}
. 2tan o
sin(2a) = TTtanla

h)VxeR—{kg\keZ}

sin3x  cos3x

sin T cos T
Transformation de produits en sommes

Montrer que pour tous réels z et y ,on a :

1cos(z + y). cos(x — y) = cos® & — sin’ y

2)cos(z + y). cos(z — y) = cos® y — sin® x

3)sin(z + y). sin(z — y) = sin?z — sin’y

4)sin(x + y).sin(z — y) = cos®y — cos’ y

Transformation de sommes en produits

Soit  un nombre rée] . )

1)Ecrire sous forme de produit cos z + cos 7z et
cos 3x + cos dx

2)En déduire que
€OS T+-c08 3x4-cos Hxr+-cos 7Tx = 4 cos x cos 2z cos 4x

Il Transformation de I'expression : a cosz + bsin

3
1)Montrer que —— — \/_W =4
Sin 18 COS 18
1
2)Montrer que —— — —— =4
Sin 9 COS 9

cosZ +sin T
COSg TSNS 142

R Y
COS8 SII18

4)Montrer que Vx € R
—\2 <cosz +sinz < V2

I Equation et inéquation trigonométrique
1)On pose A(x) = sin(3z) +sin(x) 4+ 4v/3 cos®(z)
a)Montrer que Vx € R
sin(3x) + sin(x) = 4sin(x) cos®(z)
b)En déduire que Vz € R
A(z) = 4 cos’(x) (V3 cos z + sin x)
c¢)Résoudre dans R I'équation v/3 cos z-+sin z = 0
d)Résoudre dans [0; 27| I'’équation A(zx) = 0
puis représenter les solutions dans le cercle
trigonométrique
2)On considere ’équation :

(E) : cos(2x) + cos(3z) =0
a)Résoudre dans R I'équation (F)
b)Résoudre dans [—m; 7| I'’équation (FE)
c)Montrer que

Vo € R, cos(3z) = 4 cos®(x) — 3 cos(w)

d)En déduire que :

(F) <=

4 cos®(x) + 2 cos?(x) — 3cos(x) — 1 X1)

e)Vérifier que

P(X)=4X*+2X?-3X —1=

(X +1)(4X*-2X — 1)
f)En déduire les solution de Iéquation

P(X)=0
g)En déduire la valeur exacte de cos g

3)Montrer que
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[ SERIES D’EXERCICES No8

SUITES NUM]f_'.RIQUES

Généralités sur les suites numériques

1)On considere la suite (u,),ey définie par :

2

Uozg
1 3
VTLEN,UTH_l:ZUn—f—g

Montrer par récurence que :

vneN, - <u, <

DO | =
Wl b

2)Eudier la monotonie de la suite (u,) dans
chacun des cas suivants
a)vn e N | w, = 2n + sin(n)

1 1
b)VneN* | u,=14+=+—+.ccccvrnnn... + —
2 3 n

ovn>5 , u, =n*—10n+ 26
Ug = 4
d)
Upy1 = % ; Vn € N
3)Soit (u,) la suite numérique définie par :

1
UOIQ
Unp,
VneN, U,y =——
n y Un1 3_2u”

a)Caclculer v,
b)Montrer par récuence que pour tout n de N

1

) 0< n <z

.

Un41 1

c)i) Montrer que pour tout n de N, < 5
un
)

ii)En déduire la monotonie de la suite (u,,

d)Montrer que pour tout n de N |

1
0< U, < (§)n+1

e)i) Vérifier que pour tout n de N |

1 1
—1=3(—-1)
Un+1 Un
ii)En déduire u,, en fonction de n pour tout

ndeN.

f)On considere la suite (u,),cy définie par :
Uy € [O, 1]

1+ u,

2
i) Montrer que Vn € N |

\V/TLGN,UTH_I:
0<u, <1

ii)Montrer que (u,,)nen €St croissante .

iii)On suppose que uy, = cos(yp) tel que
0; =
velog]
iv)Montrerque Vn e N |  w, = cos(2£n)

A Suites arithmétiques

1)Soit (u,) la suite numérique définie par :

1
U():g 1_'_
Un,
VneN, u, 1 =
3 — Uy

a)Montrer que pour toutnde N, 0 < u, <1

b)i) Montrer que pour tout n de N |
(up — 1)

3—u,
ii)En déduire la monotonie de la suite (u,,)

Up4+1 — Up =

¢)On pose v,, = 1 pour tout n de N

n

(Vn)

arithmétique et déterminer sa raison et

i) Montrer que est une suite

son premier terme
ii)Déterminer v, en fonction de n et en

7 . n
déduire que u,, = , pour tout n de

n—+3
N

n
iii)Ecrire la somme S,, = ) " en fonction
k=0
den

J

(13)
©,
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2)On considere la suite (v,),ey définie par :

UQZO

Sp = zn:vk =2(n*+n); Vn € N*
a)Calc&lz; les quatres premiers termes de la
suite (v, )nen
b)Caculer v,, en fonction de n
c)En déduire que la suite (v,)nen €St
arithmétique ( Préciser sa raison et son
premier terme )
3)Calculer les sommes :
a)S1 =2444+64+8+ i + 2018
b)Sy = 1434547+ i + 2019
c)Calculer la somme des multiples de 7
compris entre 1890 et 2024
4)Soit (u,)nen une suite arithmétique de raison

r = 10 et de premier terme u; = 1 .

Calculer I'entier naturel n (s’il existe ) tel que

>y, = 2121
k=1

Suites géométriques

1)On considére la suite (u,),cny définie par

u =1 ; wu =4

3 1
Un+1 = Sl = Eun_l : Vn € N*

a)i) Calculer us et us

ii)Montrer que (u, ) ey D'est pas gémétrique

b)On considere la suite (v,),cn définie par :
VneN | v, =Up1— Uy
i) Calculer v, et v,
ii)Montrer que (v,)nen est gémétrique (
Préciser sa raison et son premier terme )
iii)Ecrire v,, en fonction de n

n
iv)Ecrire la somme S, = ) v en fonction

k=0
den
3
v)Montrer que Vn € N w, 1 =7 — on
2)Soit (u,) la suite numérique définie par :
3
Ug = 5 ,
u
VneN, u,y = ——
" tntt 2up + 5

a)Caclculer u,
b)Montrer par récuence que pour tout n de N
, Uy >0
c)i) Montrer que pour tout n de N |
2
0< Un+1 S gun
ii)En déduire que pour tout n de N ,
3,2
0<u, <=(=)"
< 3(5)
d)On considere la suite numérique (v,)

Unp,
2u, + 3
i) Montrer que (v,) est une suite

définie par v, = pour tout n de N
Co . 2
géométrique de raison B
ii)Déterminer v, en fonction de n et en
déduire u,, en fonction de n pour tout n

de N.
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[ SERIES D’EXERCICES No9

LIMITE D’'UNE FONCTION NUM]é'.RIQUE

Définition de la limite Vat —322 -1

11) lim

T—+00 x2 —1
Montrer, en utilisant la définition de la limite | 12) lim (Va2 — 42+ 3 — z)
T—+00
d’une fonction numérique , que : 13) lim (V42?2 + 2 — V42?2 — 2)
T—r+00
Dlim 22 —3=1 14) lim  (Va? + 2z +2— Va? + 2 +3)
z—2 T—r—00
. x+5
2)lim =06 Limites de fonctions trigonométriques
a—1 4xr — 3
1
3) Eﬂr} o +00 Calculer les limites suivantes :
x>1
4 4—4
4) lim (2+4-)=2 Dlim —— 27
T—r—00 X x—0 €x
. x? . 1 —cosx
D () =1 2)lim_—%="
1
3)lim —o®
Limites de fonctions polynémiales ; rationnelles =0 cos @
, sin 2
4)lim §
et irrationnelles =1 rsinx
t
5) lim an(rz)
Calculer les limites suivantes : =2z 42
a : . cos(2z) — sin(2x)
6) lim —
4 1 T—g €T — 8
1)lim 3z=1 2

3 —3 7) lim tan(g —x)tanz

VI +6-3 e

2)lim —————— .
e—4 4 —\/x + 13 8)lim —————
=542 20 /T —cosw
3)lim —m—— ) .
o2 at —bg — 4 9)lim _
Dl \/x2 +1- \/x +1 z—=0 sinx tan x
im B
w0 Vit 1 -Vt 10) ljm  Y2r -1
\/962—1+\/x—1 T——2 sm(x—i—Q)
5)li o
T et 1)l 2= 050)
’ T sin® x
6)lim YT V2Z o V=2 Joy i V2 VIFSIE
im
v33 vt —4 =3 V2 cos?
A/ . 2 H
7)lim SR 13)lim st ()
z—1 22 4+ 3x—5 a3 1+ cos(mz)
3 2 ‘ -
8) lim ;C _ " 14) lim sinx 4 cos x — /2
e Qx/i— 1 2z+1 =7 V2cosx — 1
i VO + . sin(22)(1 — 2sinx)
9) lim 15) lim
A T 2(m — x)
VeI +5+5 AT
10) lim YO LI+ L6yl (ART T
Trteo 31‘ + 4 x—0 :L‘3

®
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LA RoTATION

Définition d’une rotation

Soient ABC' un triangle équilatéral tel que

CA,CE 51271;D1es étrique de A par
3 ymetriq p

rapport a la droite (BC') et D' le symétique de
D par rapporta C' .

1)Quelle est I'image de B par la rotation de
centre C et d’angle g? (justifier la réponse)

2)Quelle est I'image de B par la rotation de

https://www.moulmaths.com/

2
centre A et d’angle ?ﬁ ? (justifier la réponse)

3)Déterminer le centre de la rotation r qui

/N
ame
w

transforme A en B et transforme B en C

° PR .
IPA Propriétés d’une rotation

1)On considere un parallélogramme ABC D de
sens direct.

a)Construire le triangle /AD rectangle et

isocele en I tel que (m) = g[%] et et

le triangle DC'E rectangle isocele en D tel

que (DE%,DE) = g[Qw]

b)Soit r la rotation de centre [ et d’angle g

1°r¢ BAC-Sciences Mathématiques

i) Déterminer I'image de A par la rotation r

=

ii)Montrer que r(B) = FE
¢)Soit A’ le symétrique de A par rapport a [
i) Justifier que r(D) = A’
ii)Montrer que A'E = BD et que les droites
(A'E) et (BD) sont perpendiculaires.
2)ABC est un triangle rectangle et isocele

™

sommet A tel que (A E, Az%) = 5[271].

-

a)Construire le point A’ 'image de A par la
rotation de centre B et d’angle %
b)Construire le point C’ I'image de C par la
rotation de centre A et d’angle %
c)Montrer que les points A; A’ et C' sont
alignés
3)ABCD est un parallélogramme de centre O
tel que AB # AD et (m) = %[Qﬂ et

T

(DA, DB) 5 [27]. Soit E le point du plan tel
que C'ED est un triangle équilatéral direct.
a)Faire une figure
b)i) Montrer qu’il existe une rotation r qui
transforme A en E et Ben D
ii)Déterminer son angle et construire son
centre /
c)La droite (EC) coupe la droite (AB) en F
i) Montrer que D € [AE]
ii)Montrer que le triangle AFE est
équilatéral direct.
iii)Montrer que r(F) = A
iv) En déduire que le point / est le centre du
cercle circonscrit au triangle AEF
d)soit ' la rotation de centre C et d’angle —g
i) Déterminer r'(D) et r'(F)
ii)En déduire que les droites (F'D) et (BE)
sont sécantes en un point .J
iii)Montrer que (ﬁ) = 2%[27@
e)On désigne par (¢”) le cercle circonscrit au

triangle ABD. Montrer que le cercle (¢”)

passe par les points [ et J
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[ SERIES D’EXERCICES Nell

DERIVATION

Dérivabilité en un point b)Donner l'approximation affine de f au
voisinage de zy = 0
c¢)En deduire une valeur approchée pour
chacun des deux nombres +/1,000462 et
/0,996
—1—4x |, si =< -1

a)f(z) = et | 2)Etudier la dérivabilité des fonctions
42, si x> -1

1)Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes

au point demandé

suivantes au point demandé puis interpréter

o=—1 22— 3142 graphiquement les résultats obtenus.
J(x) = r—1 ol a)f(x) = |2* — 2z| et my = 2
b f(z) = b)f(z) = Vx — Isin(z — 1);
-1 ; z=1 (adroiteenxg=1)
et rp=1 ¢) f(x) =+v1—22; (agaucheenz,=1)
f(z) = \/1+x;\/1 I ; v #0 d) f(z) = cos(y/x); (adroite en xp = 0)
o) f(x) = e)Sur figure ci-dessous la droite (7") est la
1 220 tangente a la courbe représentative de la
et zo=0 fonction f en A
2)Soit f une fonction définie sur un intervalle i) Déterminer une équation cartésienne de
ouvert contenant x . (T)
a)Montrer que : ii)En déduire f'(1)

f est dérivable en xg

= lim f(z) = f(xo0)

T—T0

b)La réciproque est-elle vraie ?

(Justifier la réponse )

Interprétations géométriques
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1)On considere la fonction f définie par
flx)=V1+x -

a)Etudier la dérivabilité de f en 0 puis -+

interpréter géométriquement le résultat

obtenu Dérivabilité sur un intervalle

(17)

<



https://www.moulmaths.com/

AAN
ame
w

1°r¢ BAC-Sciences Mathématiques

=

1)Soit f la fonction définie sur définie sur R par
f(z) = x|z
a)Exprimer f(x) sans valeur absolue , selon
les valeurs de z
b)La fonction [ est elle dérivabilité sur R?
(Justifier la réponse)
2)f et g sont deux fonctions définies sur R tel
que :
o Vx eR, f(x)=2zg(x)
e g(0)=0
e La fonction g est dérivable sur R
Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et

détreminer f'(0)

Il Monotonie et signe de la dérivée - dérivées

successives

1)En utilisant la définition du nombre dérivé ,

calculer les limites suivantes

. Vv +6—-3
a)hn%i
T—

) (31, o 5)2026 -1
d):lvg 4 — g2

2)Pour chacune des fonctions suivantes |,

déterminer D;; Dy puis calculer f'(z) pour
tout  dans Dy et et dresser le tableau de
variation de f

a)f(x):x4—§x3—x2—2

2> +zr-3
D)) =
c)f(x) =vV1—2?
) =3
o)fix) = T

3)Soit f la fonction définie sur R par
f(x) =sin(z) —x + %x3
a)Calculer f'(x); f"(z) et f®(z) pour tout =
dans R

b)Montrer que pour tout x > 0 : f'(z) > 0
f'(x) > 0et fP(x) >0
c)Montrer que :
2
i)Ve >0, 1—%§cos(:p)§1
3
ii)ve >0, T= & <sin(z) <z

4)Soit f une fonction deux fois dérivable sur un
intervalle ouvert I tel que f” + f =0
Montrer la fonction ¢ = f?+ f? est constante
sur /
5)Soit f la fonction définie sur I = [0, g[ par :
f(z) =2sinz + tanz — 3z
a)Montrer que le signe de f'(x) sur I est celui
de 2cos® x — 3cos®z + 1
b)Soit ¢ la fonction définie sur J =|0, 1] par
g(x) = 22% — 327 + 1
i) Etudier le signe de g sur J puis en déduire
celui de f sur [

ii)En déduire que :
Veel, 2sinx +tanx > 3x

I Extrémum d’une fonction dérivable

Déterminer les extremums de [ s’il existent dans

chacun des cas suivants :

l)f(:p):x\4/1—3x2 ,
2)f(x)—%+%—5%+3x—2

I3 Equation différentielle du type v + w?y =0

1)Résoudre les différentielles

suivantes :
a) (El)

équations

y'+y=0

b)(Ez) : 2y"+3y=0

A)(Es) + 4'+y=0

2)Déterminer la solution de I'équation (Fj3) qui

vérifie y(m) = lety'(r) = —1
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[ SERIES D’EXERCICES Nel2

ETUDE DE FONCTIONS

Asymptotes verticales - Asymptotes | 3)f(z) =z + V2?2 —x—2

horizontales
Il Concavité d’une courbe - point d’inflexion

On considere la fonction f définie par

P+ 246
flw) = 22 — 10z + 24 1)Dans chacun des cas suivants , déterminer
1)Déterminer ¥, I'ensemble de définition de f

D l'ensemble de définition de f; étudier la

2)Calculer les limites aux bornes de %y L . .
convexité de C; puis préciser lorsque C; admet

ensemble de définition de f; puis donner, . .. p
des points d’inflexions

s’ils existent les équations des as totes
1 =P a)f(r) = 2° — 52

https://www.moulmaths.com/

paralleles aux axes 1

b)f(z) = ———
)(@) = o -
Asymptote Oblique 2)a)Etudier la concavité de la fonction -
Soit f la fonction définie par : x — sin(z) sur [0, 27]

b)Donner I'équation de la tangente a ¢ au
-2 —x+1

(x —1)(z+4) point d’abscisse g

fx) =

¢)En utilisant la définition de la concavité de
1)Déterminer ¥; I'ensemble de définition de f
€ sur [0, 7] , montrer que :
2)Déterminer les réels a; b; a et § tels que

1% BAC-Sciences Mathématiques

=

ar +
Vo € Dy, = b , 1 3
‘ ro Jl@) mazt b+ (x—1)(x+4) Vo € [0,7], sin(z) =< i(x - g) + g
3)Calculer 1 ‘lim (f(x) — (ax + b)); puis
x| —+00
interprétez le résultat obtenu d)En déduire que si a; b et c sont
Directions asymptotiques les mesures des angles dun triangle
. . . o _3V3
Dans chacuns des cas suivants , déterminer %, alors :sina + sinbsinc < N

I'ensemble de définition de f ; calculer les limites

aux bornes de ¥; puis étudier les branches | Ell Eléments de symétrie de la courbe d'une

infinies de ¢ fonction
422 — 1
1 =
) /() x4+ 2
Viax? — 1 ) ) 2 —x—2
2)f(z) = P + 1)Soit f la fonction définie par: f(z) = o p———

J

®

A\ /4
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2)Soit f la fonction définie par : f(z) =

a)Déterminer ¥, 'ensemble de définition de

S

. . . 1
b)Montrer la droite d’équation = = 5 est axe

de symétrie de la courbe €

%+ 3
r+1
a)Déterminer Z; 'ensemble de définition de

S

b)Montrer point A(—1,—2) est centre de

symétrie de la courbe ¢

3 Exemples d’études de fonctions

1)On considére la fonction f définie par :

1
f@)=lo =1+ ——

a)Déterminer Z; 'ensemble de définition de
f

b)Calculer les limites aux bornes de %y .

c)Etudier les branches infinies de la courbe
représentative de f et préciser sa position
relative par rapprot a ses asymtotes obliques

d)Etudier la dérivabilit¢é de f en 1 puis
interpréter géométriquement les résultats
obtenus .

e)Calculer f'(z) pour tout z €]1, +o0|

f) Calculer f'(z) pour tout z €] — oo, 1[—{—1}

g)Dresser le tableau de variation de f

h)Tracer la courbe représentative de f dans
un repere orthonormé
i) Discuter suivant les valeurs du réel m

, le nombre de solutions de 1’équation

f(x) =m.

2)On considere la fonction f définie par :

f(a) = |z[va? =1

a)Déterminer Dy 'ensemble de définition de
f

b)Etudier la parité de [ puis -calculer
Lm (@)

c)Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 puis
interpréter géométriquement les résultats
obtenus .
d)Calculer f'(x) pour tout z €]1,+ool;
étudier son signe puis dresser le tableau de
variation de f
e)Etudier les branches infinies de la courbe
représentative de f au voisinage de +oo
f)i) Etudier la concavité de C; sur I'intervalle
[1, +oo[
ii)Déterminer lintersection de C; avec la
droite (D) y = x sur lintervalle
] =00, =3]

g)Tracer la courbe représentative de f dans

un repere orthonormé
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[& SERIES D’EXERCICES Nel3

VECTEURS DE L’ESPACE

Calcul vectoriel dans I’espace

1)Soit ABC'D un quadrilatere quelconque les

points E'; F'; G et H sont les milieux respectifs

des segments [AB];[BC|;[CD] et [DA]

Montrer que FF'GH est un parallélogramme.
o

F

2)Soit ABCDEFGH un cube . les points [;
J; K; L; M;N; P et (Q sont les milieux
respectifs des segments [AB];[BC];[CD]
[DA]; [EF]; [FG];, [HG] et [EH] .Le
point O est le centre de la face ABCD.
Compléter les égalités suivantes avec les
points convenables :

a)D........ :%ﬁ%—ﬁ—ﬁ
DA, :%ﬁ+fé+ﬁ

:Cﬁ—%ﬁﬂ?ﬁ
DB :ﬁ-%ﬂﬂ@
:1075+E+%ﬁ

2
1
£)o m_2ﬁ+§H§EA§ G
|
|
Q/ | N
:
|
E M F
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
J\—\ ———————— K— ————1-—--==, C
4 ~ -
L~ ~0 //// J
X D
/ /// \\
/ _-" ~
Vi _ - SO
/’/// I \\
A B

Vecteurs colinéaires

1)Soit ABCD un tétraédre . les points /; J; K

et L sont tels que :ﬁ = %E, B—J} = %B?,

a)Faire une figure

b)Montrer que I J K L est un parallélogramme.
2)Soit @ et v deux vecteurs non colinéaires

de Tlespace. Montrer en utilisant un

raisonnement par ’'absurde que :

1—
-DA.
3

V(e,8) €R? , aW+fT =0 =a=8=0

3)Soit ABCDEFGH un cube .
a)Construire les points M ; N et P tels que

ﬁ:zﬁ%—%ﬁ%—%ﬁ;m:%ﬁet
T R,

b)Montrer que les points M ; N et P sont
alignés..

Vecteurs coplanaires

1)Soit ABCD un tétraedre . les points P;
2
@; R et S sont tels que : ﬁ = 1@;

)
@z—i&@;@z%@ﬁé:%ﬁ
a)Faire une figure
b)Exprimer ]@; PE et PS en fonction de

AL; AC et A

c¢)Montrer que ]@ ; PE et PS sont
coplanaires

2)Soit ABC'D un tétraedre . les points [ et K

sont les milieux respectifs des segments [AB]

et [CD]. Les points J et L sont tels que : |

BJ = BC et Al = L AD

a)Faire une fi u1re_>
b)Exprimer I.J; I K et ﬁ en fonction de 1@;
e

et AD

c)Les points I ; J; K et L sontils coplanaires ?
justifier la réponse
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[ SERIES D’EXERCICES Nel4

ETUDE ANALYTIQUE DE L’ESPACE

Coordonnées d’un point dans un repeére
Soient A(—3,2,1); B(2,-2,0); C(—1,—1,4) et
D(z,y, z) quatre points de I'espace (£) muni du
TE)

1)Déterminer les coordonnées du point D pour

repere (O, i

que ABCD soit un parallélogramme.
2)Déterminer les coordonnées du point G tel
que CTZX + G? — 3@ =
: [ Colinéarité de deux vecteurs On considéeles
points A(0,4,—1); B(3,2,3); C(1,—1,6) et
> D(— ; 0,4) . Montrer que les droites (AB) et
& (CD) sont paralleles .

://www.moulmaths.com/
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Vecteurs coplanaires
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1)Les vecteurs u ; ¢ et @ sont -ils coplanaires
e dans chacun des cas suivants
a)w(1,-2,1); V(1,1,—1); W (7,—4,1)
D)W (2,1,-1); ¥ (1,-3,2); W(7,0,4)
)W (1,0,1); ¥(8,3,—5); W(6,3,—7)
2)Les points A; B et C et D sont -ils coplanaires
dans chacun des cas suivants

a)A(2,3,2); B(-2,1,3); C(0,2,4) et
D(4,0, 3)
b)A(-2,-1,0); B(6,0,2); C(-1,-2,1) et
D(1,1,—2)

Il Représentation paramétrique d’une droite

) 1)Déterminer une représentation paramétrique

& 1°*° BAC-Sciences Mathématiques

de I'axe des abscisses
2)Déterminer une représentation paramétrique
de I'axe des ordonnées
3)Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D) dans chacun des cas suivants
a)(D) passe par les points A(2,0,1) et
B(-3,—-4,1)
b)(D) passe par le point A(1,—1,2) et
parallele a 'axe des ordonnées

-

4)Soit (D) la droite définie par

r=34+2t
(D):{y=1-2t ;(teR)
z=—-1—1t

a)Donner les coordonnées de deux points
appartenant a (D)

b)Le (—=5,9,4)
appartient-il a (D) ? (Justifier la réponse)

point de coordonnées

c)Donner un vecteur directeur de (D)

d)Donner le vecteur directeur de (D) de cote
7

Il positions relatives de deux droites

On munit 'espace d'un repére (O, i, 7, k).
1)Soient les droites (D;) et (Dy) de
représentations paramétriques respectives
r=4+1
1
z=—t
2
x=—7—4t
et Dy):{ U= ?i+ 2t/ (' €R) . Montrer
z = 5 — 6t/
que les droites (D;) et (D;) sont strictement
paralleles.
2)Soient les droites (D;) et (D) de
représentations paramétriques respectives
r =2t
z=—1-0>5¢
1
et Do)\ y=-2+2" (f€R)
z= -3t

a)Démontrer que les droites (D) et (D5) sont
sécantes

b)Préciser les coordonnées du point A leur
point d’intersection.
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3 Représentation paramétrique d’un plan

Déterminer une représentation paramétrique du

plan (P) dans chacun des cas suivants

1)(P) passe par les points A(2,0, 1) et dirigé par
w(1,1,1) et ¥(2,—1,3)

2)('P) passe par les points A(1,1,1); B(2,2,1) et
C(~1,3,0)

3)(P) passe par le point A(7,2, —5) et parallele
aux axes (oy) et (02)

Equation cartésienne d’un plan

1)Déterminer une équation cartésienne du plan
(P) dans chacun des cas suivants
a)(P) = (ory)
b)(P) passe par les points A(—1,1,
dirigé par ' (1,0,2) et 7 (3, —2,4)
c)(P) passe par les points A(3,—-2,2);
B(6,1,5) et C(6, -2, —1)
2)Déterminer une représentation paramétrique
duplan (P):2x+3y — z+2

—1) et

IEB Positions relatives de deux plans

1)On considere les plans (P;) : e +2y—z+1 =0
et (Py):3x+4y—224+5=0
a)Montrer que les plans (P;) et (P,) sont
sécants suivant une droite (D)
b)Donner une représentation parmétrique de
droite (D)
c)Montrer que la droite (D) est contenue dans
le plan (P) : 2z + 6y — 32 =10
2)On considere les points A(1,1,0); B(1,2,1) et
C(3,—1,2)
a)Montrer que les points A; B et C' ne sont
pas alignés
b)Démontrer que le plan (ABC) a pour
équation : 2xr +y—2—3=0
¢)On considere les plans (P) : 2+2y—z—4 =0
et (Q) : 2z+3y—22z—5 = 0. Démontrer que

les plans (P) et (Q) sont sécants suivant la

r=—-2+1
droite D): < y =3 (t € R)
z=1

3)Déterminer lintersection des trois plans
(ABC); (P) et (Q)

IEl Deux équations cartésiennes d’une droite

1)Déterminer systeme  d’équations

cartésiennes de la droite (D) dans chacun des

un

cas suivants

a)(D) = (ox)

b)(D) = (oy)

c)(D) passe par les points A(—1,2,1) et
B(3,-2,0)

d)(D) passe par le point A(1,—1,2) et
parallele a 'axe des abscisses

2)Le systtme z = y z définit-il une

droite (D)? si oui donner sa représentation

paramétrique

20 —y—2+4+7=0
(5):9
T =095

définit-il une droite (D)? si oui donner sa

3)Le systéme

représentation paramétrique
Positions relatives d’une droite et d’un plan

1)On  considere les points A(1,1,5);
B(—1,-3,4)etleplan (P) : 20 —2y+2—2=0
a)Montrer que (AB) et (P) ne sont pas
paralleles
b)Déterminer les coordonnées du point K
intersection de (AB) et (P)
2)On considere les points A(1,0,4); B(2,3,0);
C(-1,2,0); D(10,2,3) et £(15,5,1)
a)Justifier que les points A ; B et C' définissent
un plan
b)Démontrer que la droite (DFE) est parallele
au plan (ABC)

\
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[@ SERIES D’EXERCICES Nel5

DENOMBREMENT

Cardinal d’ensembles fini

1)A, B et C sont trois ensembles finis non vides
Montrer que :
Card(AUBUC) = Card(A) + Card(B)

+Card(C) — Card(AN B) — Card(ANC)

—Card(BNC)+ Card(ANBNC)

2)Dans une classe de 40 éleves, 8 éleves
aiment faire la physique, 15 aiment faire
les mathématiques et 9 aiment faire le
francais. D’autre part, 4 aiment faire les
mathématiques et le francais, 5 aiment faire
les mathématiques et la physique, 2 aiment
faire la physique et le francais et 2 aiment faire
les 3 matieres .
a)Dénombrer les éleves qui n’aiment faire
ni les mathématiques ni la physique ni le
francais .
b)Dénombrer les éleves qui aiment faire les
mathématiques et aiment faire le francais

mais n’aiment pas faire la physique.

[PA Principe fondamental du dénombrement -

Principe multiplicatif

1)Combien de nombre pairs de trois chiffres
peut on former avec les chiffres 0; 1 et 2?

2)Combien de nombre de deux chiffres que 'on
peut former sachant que ces deux chiffres sont
inférieurs ou égaux a 4

3)Quel est le nombre de numéros de téléphone
portable commancant par 0661 ?

4)Combien de nombres différents de 6 chiffres

existe-t-il dans chacun des cas suivants ?

a)ll n’y a aucune restriction .
b)les nombres doivent étre divisibles par 5
c)les répétitions des chiffres sont exclues
5)a)Combien y a -t-il de mots possibles formés
avec 2 lettes de I'alphabet ?
b)Combien y a -t-il de mots de 2 lettres
commencant par le lettre a ou se terminant
par la lettre 2z ?
c)Combien y a -t-il de 2 lettres distinctes
6)On lance trois fois de suite un dé et on note
dans l'ordre, les résultats obtenus.
a)Combien y a-t-il de résultats possibles ?
b)Combien peut-on obtenir de résultats ou
tous les numéros obtenus sont supérieurs ou
égaux a cing?
c)Combien peut-on obtenir de résultats ou
tous les numéros obtenus sont égaux ?
d)Combien peut-on obtenir de résultats ot ne
figure pas le numéro 6 ?
e)Combien peut-on obtenir de résultats ou
figure au moins une fois le numéro 6 ?
7)Parmi tous les nombres de 1 a 1000, combien

de fois le chiffre 9 apparait-il ?

Arrangement - Permutation et Combinaison

1)On dispose de 6 chiffres: 1;2et3;4;5et6
a)Combien de nombre de 6 chiffres distinctes
peut-on former?
b)Combien de nombre de 4 chiffres distinctes
peut-on former?
c¢)Combien de nombre de 4 chiffres peut-on
former?
2)Une classe de 26 éleves : 14 filles et 12 garcons
doit élire un comité composé d’un président;

un vice-président et un secrétaire

3939939939993 9393993939939399393939393393393939393399
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a)Combien de comité peut on consititué ?

b)Combien de comité peut on consititué
sachant que le poste de secrétaire doit étre
occupé par une fille?

c)Combien de comité peut on consititué
sachant que le poste de secrétaire doit étre
occupé par une fille?

d)Quel est le nombre de comités pour lesquels
le président est un garcon et le secrétaire
une fille

3)Quatre couples doivent étre assis dans une

rangée de 8 chaises.Combien y a-t-il de facon

possible dans chacun des cas suivants ?

a)E; : Il n’y a pas de contraintes.

b) E, : Les hommes doivent rester ensemble et
les femmes aussi.

c) E'5 : Les hommes doivent rester ensemble .

d)E,

ensemble .

Chaque couple marié doit rester

Il Tirages
1)Une urne contient 12 boules : 3 rouges, 4
blanches et 5 vers. On tire simultanément 3
boules.
a)Calculer le nombre de tirages possibles
b)Calculer le nombre de tirages possibles dans
chacun des cas suivants
e "les trois boules sont rouges";
e "On a tiré une boule de chaque couleur";
e "Aucune des trois boules n’est rouge " .
2)Une urne contient 2 boules blanches et 3
boules noires
a)On tire simultanément 2 boule de cette urne
i) Combien y-a-t-il de tirages possibles ?
ii)Calculer le nombre de tirages possibles
dans chacun des cas suivants

e "Tirer deux boules de méme couleur"

"

e " Tirer deux boules de couleurs
différentes "
b)Mémes questions si I'on effectue des tirages
successives et avec remise
c)Mémes questions si 'on effectue des tirages

successives et sans
I Propriétés des nombres C? - Formule du binéme

1) Vérifier que :
o OF =(Cnk
® Cﬁ = Crljj + 02—1
2)Montrer que pour tous réels a et b et pour tout

entier naturels n , on a :

(a+b)" = z": CFa"Fph
k=0
3)Montrer que :
Ch=CFI+CE+ O+ +CF O]
4)Soit n € N*
a)Une urne contient n boules blanches et
n boules noires. On tire simultanément n
boules de cette urne
i) Calculer de deux méthodes différentes le
nombre de tirages possibles
ii) En déduire I'égalité
(%)t (C)2+ (Ch)? + e +(C™M? = Cy
b)Soit x € R et Soitn € N .
En développant (1 + z)*" de deux facons
différentes, démontrer 'égalité (%*)

5)Calculer les sommes :
[ ] Sl = Z CS
k=0

[ ] 52 = Z kCS
k=1

o S3=> k(k—1)C!
k=2

® 54 = Z szs
k=1

(32)
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[& SERIES D’EXERCICES Nel6

PRODUIT SCALAIRE DANS )5 ET SES APPLICATIONS

Définition et proriétés On considere le
cube ABCDEFGH d’arréte a; J milieu de
[FG].Calculer en fonction de a

DWEC.HE
2)EC.EC
3)DE.DH
4)DB.EC
5)AB.AC
6)AB.AD
7)AB.EC
8)AB.AC
0)AB.EH
10)AE.DC

Expression analytique Les propositions
suivantes sont elles vraies ou fausses (justifier
la réponse )
1)7.720@)7:6)0u7:6>

AU = V=7 ="7

N == U="oud=-7

Equation cartésienne d’'un plan définie par

un point et un vecteur normal

1)Soit (&) un plan de l'espace . Montrer que :
un vecteur non nul 77 est normal au plan (&)

si et seulement si 77

est orthgonal a deux
vecteurs non colineaires du plan ()

2)Dans (&)
orthnormal (O,?,?,?) , on considere les
points : A(1,1,5); B(3,1,1) et C'(—2,-3,—1)
a)Vérifier que les points A ; B et C ne sont pas

I'espace munit dun repere

alignés

b)Déterminer un vecteur normal au plan
(ABC)

c)En déduire une équation cartésienne du
plan (ABC)

8 Positions relatives : de deux plans; d’'une

doite et d'un plan

1)Soient A(—1,2,-8); B(3,4,4) et C(1,0,4)
trois points de 1'espace .
a)Montrer que les points A ; B et C' définissent

un plan

b)Déterminer une éuation cartésienne du
plan (ABC)

c)Vérifier que les plans (ABC) et
(2) r + 3y — 22+ 1 = 0 sont
perpendiculaires

d)Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (Z) intersection des deux plans
(ABC) et (£2)

e)Déterminer une éuation cartésienne du plan
du plan (&) passant par A et parralléles a
(2)

2)Déterminer 'intersection du plan
(Z):2x—y+32—2 = 0etdeladroite (D) de

rT=—-2+1
représentation paramétrique : ¢ y =141
z =2t
I Distance d’un point a un plan
Dans lespace (&) rapporté au repere

orthonormé (O; 7, j, ?) ; on consiere les

points : A(1,—1,2); B(0,—-1,3);C(2,-3,1) et

D(-1,-3,0)

1)Vérifier que les points A; B et C' ne sont pas
alignés

2)Déterminer une équation cartésienne du plan
(ABC)

3)Calculer de
distance du point D au plan (ABC)

deux facons différentes la

@ Equation cartésienne d’une sphére

1)Déterminer une équation cartésienne de la
sphere (S) de diamétre [AB] avec A(—1,0,0)
et A(0,0,1)

2)Déterminer une équation cartésienne de la

(26)
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sphere (5) de centre (4, 1, 2) et qui passe par
le point A(—1, 1, 2) puis donner une équation
du plan tangent en A a cette sphere.

Ensemble des points

Déterminer I'ensemble des points M(z,y, z) de
I’'espace pour chacun des cas suivants

Da? +9° 4+ 2° =16

2)2x? 4 2y* 4 22% — 120 + 28y — 482 +204 =0
3)a? +y? + 2% — 62+ 4y — 1824+ 97 =0

Da? — oy + 22 + 222 =0

IEl Positions

sphére ;d’une droite et d’une sphére

relatives d’'un plan et d’une

1)a)Déterminer le centre et le rayon de la sphere
(S):a® +y*+ 2% — 62— 8y — 142+ 25 =0
b)Déterminer la position relative du plan
(#) :x+y+2z—T7=0 par rapport a la
sphere (5)
2)Déterminer la position relative de la droite
(D) par rapport a la sphere (S) dans chacun
des cas suivants :

(S):x*+y* +(2—1)>=25
a){ (D)=(AB)
ou A(3,4,12) et B(6,8,0)
(S) de rayon 6 de centre 0(0,0,0)
b){ (D)=(AB)
ou A(3,0,—1); et B(4,4,2)
3)Dans lespace (&) rapporté au repére

orthonormé (O; 7, 7), ?) ; on consiere les

points : A(—=2,0,1); B(1,2,—1) et C(—2,2,2)

a)Vérifier que les points A ; B et C ne sont pas
alignés

b)Déterminer une équation cartésienne du
plan (ABC)

c)Montrer que les plans () : z+y—32+3 =0

et (#) : x — 2y + 62 = 0 sont sécants

suivant la droite (D) dont un représentation
T =2

paramétriqueest ¢ y=3t—1 , (t€R)
y=1t

d)Monter que la droite (D) et le plan (ABC')
sont sécants suivant et déterminer les
coordonnées de leur point d’intersection.

e)Soit S la sphere de centre 2(1; —3;1) et de
rayonr =3
i) Etudier I'intersection de la sphere S et de
la droite (D)
ii)Démontrer que le plan (ABC') est tangent
a la sphere S

IEl Plan médiateur

Soient A et B deux points distincts de I'espace. [
milieu de [AB] . On note F' I'ensemble des points
M de 'espace qui sont équidistants de A et B .

1)Montrer que M € F <— mﬁ =0

2)En déduire que F est un plan dont on donnera
un point et un vecteur normal. (ce plan
s’appelle le plan médiateur du sement [AB|

3)Application : donner une équation cartésienne
du plan médiateur de [AB] avec A(1,—1,2) et
B(0,-1,3)

Applications a la résolution de problemes

géomeétriques

Dans lespace (&) rapporté au repere
orthonormé (O; i, j, k); on consiere les

points : A(—2,0,1); B(1,2,—1) et C(—2,2,2)
1)Vérifier que les points A; B et C' ne sont pas

alignés
2)Déterminer une équation cartésienne du plan
(ABC)
3)Montrer que les plans (£%)) : x+y—32+3 =0
et (¥) : v — 2y + 62 = 0 sont sécants
suivant la droite (D) dont un représentation
T =2
paramétriqueest { y=3t—1 , (te€R)
y==t
4)Monter que la droite (D) et le plan (ABC)
sont sécants suivant et déterminer les

coordonnées de leur point d’intersection.
5)Soit S la sphere de centre Q(1;—3;1) et de
rayonr =3
a)Etudier I'intersection de la sphere S et de la
droite (D)
b)Démontrer que le plan (ABC') est tangent
a la sphere S

J
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[& SERIES D’EXERCICES Nel7

PRODUIT VECTORIEL

Coordonnées du produit vectoriel
Dans l'espace (&) muni du repere orthonormé
direct (O, i, j, k).

On considere le plan () passant par A(1,1,1)

et dirigé par les vecteurs @ (1,2,3) et @ (1,1,1)

1)Trouver un vecteur ¢ tel que ¢ soit normal
au plan (&)

2)Trouver un vecteur 7 tels que les vecteurs @ ;

b et 7 soient coplanaires et 7 orthogonal a
_>

https://www.moulmaths.com/

a
3)Calculer (@ A ?) AT etd A (7 AT)
4)Conclure.
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ame
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Applications du produit vectoriel

uni du repere orthonormé

).

les

® 1)Dansl'espace (&)

direct (O, ?,7 ?

On

B(3,0,-3) et C(5,2,6)

a)Déterminer Les coordonées du vecteur
AB A AC dans la base B — (7; 7; ?)

b)Calculer I'air du triangle ABC

c)Calculer le longueur de la hauteur du

’

consideére points A(1,2,3);

triangle ABC issue de B
d)Déterminer une équation cartésienne du
plan (ABC)
2)Calculer la disance du point A(1,2,1) a la
r+y—2+1=0
20 —y+2+2=0
3)Soient A(1,0,0); B(0,1,0) et C(0,0,1) trois
points de I'espace (&) est rapporté a un repére

/ —- = 57
orthonormé (O; 7, j, k).

1°r¢ BAC-Sciences Mathématiques

=

droite (D) : {

a)Déterminer une équation cartésienne du
plan (ABC)

b)Déterminer une représentation paramétrique
(D)
orthogonale au plan (ABC')

de la droite passant par O et
c¢)Soit (A) 'ensemble des points M de 'espace

tel que :

AMABM =(V3-1)(7T+7)-%
i) Vérifier que Q(1,1,v/3 —1) € (A)
ii)En déduire que l'ensemble (A) est la

droite passant par € et dirigée par AB

4)Soient A; B; C et D quatre points de 'espace
(&) .
a)On considére les plans (&) et (&)
d’équations respectifs —z +2y + 2 — 5 =0
et2z —y+32—1=0
i) Vérifier que ces deux plans ne sont pas
paralleles.
ii)Donner une représentation paramétrique
de leur intersection (D)
iii)Déterminer une équation cartésienne
du plan (£2) passant par A(1,1,0) et
perpendiculaire aux deux plans (&) et
(Z")
5)Montrer que : VM € (&),

MAANMB +MBAMC+~MCAMA =

AB A AC

6)Déterminer I'ensemble des points M de
I'espace (&) tel que :
(MAANMB) A (MC AMD) =0

3939939939993 9393993939939399393939393393393939393399
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[& SERIES D’EXERCICES Nel8

L’ARITHMETIQUE DANS 7

Divisibilité dans Z

1)Montrer que V(n,a) € N x N* :

al2n +1
a=1
al3n+1
2)Montrer que ¥(n,d) € Z X 7 :
dn®+3
d|13
{ d]2n —1 = dl

3)Montrer que Y(a,b) € Z X Z
7|(2a + 3b) <= T|(5a + 4b)
4)Montrer que Vn € N*

M+ 1D)|(n+1)<=n=1

5)Montrer que Y(z,y) € Z* ;
31(a* + ) = 3l(x + p)°

6)soit (u,),en définie par :
Vn eN, u, = 3*+2 —gnt!
a)Calculer u, 1 — 2u,,.
b)Montrer par récurrence

VneN 7/u,

7)Déterminer en extension les
suivants :
a)A={neN\

que

ensembles

n+ 17
n+4
n—1
b)B:{neN\n—_geZ}
c)C = {(a,b) e N*\ a®> —b* =9}
d)D={acZ\(a#1)A(a—1)|(a* +5)}
e)E = {(a,b) € Z*\ ab = 2a + 3b}
8)Pour chacune des propositions suivantes,
préciser s’elle est vraie ou bien s’ elle est fausse
( donner un contre exemple si la proposition
est fause et la démontrer s’ elle est vraie )
a)Si un entier relatif est divisible par 3 alors il
est divisible par 9
b)Si un entier relatif est divisible par 9 alors il
est divisible par 3

€ Z}

(29)

c)La somme de deux diviseurs d’un entier
relatif est encore un diviseur de cet entier

d)La somme de deux multiples d'un entier
relatif est encore un multiple de cet entier

e)la somme de deux nombres impairs
consécutifs est un multiple de 4

f)Le produit de trois nombres
consécutifs est divisible par 48 .

g)Si un entier est divisible par deux entiers,
alors il est divisible par leur produit

h)Si un nombre divise le produit de deux
entiers, alors il divise au moins un de ces
deux entiers

pairs

Pl Division euclidienne

1)Déterminer le reste et le quotient de la
division euclidienne de a par b dans chacun
des cas suivants :
a)a = 2024 par b = 23
b)a =13 parb = -3
cJa=—17parb=3
d)a=—-31parb= -5

2)Montrer que tout entier relatif a s’écrit sous la
forme 3k ou 3k + 1 ou 3k + 2
(avec k € 2)

3)Montrer que :

Ya € Z , (3|a®) ou (3|a* —1)

4)Le nombre d’éléves d’une classe est inférieur
a 50 . Si on les regroupe par 4 ou par 11, il en
reste 1 a chaque fois. Quel est ce nombre ?
5)Le reste de la division euclidienne de a par
17 est 8, celui de b par 17 est 12.Déterminez
le reste de la division euclidienne par 17 de :
a+b; ab et de a?
6)Soitn € N
a)Quel est le reste de la division euclidienne
de (n+5)? parn +3?
b)Pour quelles valeurs de n, (n + 5)? est-il un
multiple de n + 37?

J
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Nombres premiers

1)a)Décomposer en prouit de facteurs premiers
les nombres 1750 et 1960
b)En déduire PGC D(1750, 1960)
c)Déterminer par 'algorithme
PGCD(1750,1960)
2)Déterminer le nombre de
a=22x21*x7
3)a)Vérifier que que 521 est premier
b)Déterminer tous couples (a,b) d’entiers
naturels tels que a* — b* = 521
4)a)Montrer que tout nombre premier p > 2 est
nécessairement impair
b)Montrer que si I’entier naturel n est premier,
alors n + 7 n’est pas premier

diviseurs de

Il PGCD et PPCM
1)soit (a, b) € Z* . Montrer que aAb = aA(a—Db)
> 2)Déterminer en extension les ensembles :
a)E = {(a,b) e N*/(aAb=3) et
(aVvb=12)}
b)F = {a € N*/PPCM(a,28) = 140}
3)soit (a,b) € Z* . Montrer que a | b <= a* | b

s://www.moulmaths.com/
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I Congruence
1)Soient (a,b) € Z* et n € N*. montrer que
a=bn]=VkeN ka=kbn].
La réciproque est t-elle vraie? (Justifier la
réponse )
2)a)Vérifier que 2° = —1[11] et 3° = 1[11]
b)En déduire que 11[2'%% 4 32!
3)a)Montrer que : 2'* = 1[13]
b)Montrer que : 3° = 1[13]
¢)En déduire qu : (2™ + 3™) = 0[13]
4)Montrer que Vn € N, 7| 32"+! 4 gn+2
5)Montrer que Vn € N, 5] 16 x 7*" — 28 x 3*"*3
6)Montrer que Vn € N*
13 ] 18*1 4 44%=1 4 3 x 96" +2
7)soit X = 2222%%% 4 33332222
a)Justifier que 3333 = 3[5
2222 =2[5] ; 3*=1[5] et 2'=1[5]
b)En déduire que 5 | X — 1
8)déterminer le reste de la dividion euclidienne
de 12%°%* par 5
9)déterminer le reste de la dividion euclidienne
de 19°? x 23" par 7

-Sciences Mathématiques

ere BAC

o

= 1

10)soit n € N . montrer que 7{n =7 |n® — 1
11)soit n € N . montrer que 5 { n(n* — 1)

12)soitn € Z . montrer que 6 | n®—n = 30 | n°—5 =

13)soitn € N. montrer que 11 |n = 7| n? -1

14)soit n € N . montrer que 11 | 3" — 4% +2

15)a)Montrer que tout nombre premier p > 3
s’écrit sous la forme p = 6k+1oup = 6k+5
aveck € Z

b)En raisonnant par disjonction des cas ,

montrer que si p est un nombre premier et
p > 5 alors 24 divise p® — 1

KA L’ensembre Z/nZ

1)Résoudre dans Z/8Z
a)r+2=0
b)3zr =1
)32 42z =0
2)Résoudre dans Z : 4z = 3[5]
3)Résoudre dans Z : 2* = x[6]
4)Montrer que : ¥(z,y) € Z* :

Tz et 7|y <= 7|(z* + y?)

5)Dans cet exercice, on appelle numéro du jour

de naissance le rang de ce jour dans le mois

et numéro du mois de naissance, le rang du

mois dans 'année.

Par exemple, pour une personne née le 14

mai, le numéro du jour de naissance est 14 et

le numéro du mois de naissance est 5.

Lors dune représentation, un magicien

demande aux spectateurs d’effectuer le

programme de calcul suivant :

Pour un spectateur dont le numéro du jour

de naissance est j et le numéro du mois de

naissance est m , le magicien demande de

calculer le nombre z défini par z = 125 + 31m

a)Démontrer que 7m et z ont le méme reste
dans la division euclidienne par 12

b)Pour m variant de 1 a 12, donner le reste de
la division euclidienne de 7m par 12
On pourra donner la réponse sous la forme
d’un tableau de congruence )

c¢)En déduire la date de lanniversaire d’un
spectateur ayant obtenu le nombre 251 avec
le programme de calcul ci-dessus

14
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